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Kapitel  
Einleitung
Die numerische Berechnung bestimmter Integrale ist eine der

altesten Aufga 
ben der Mathematik Es ist die Aufgabe den Inhalt krummlinig berandeter
Fl

achen zu berechnen Wohl am bekanntesten ist in diesem Zusammenhang
das Problem der Quadratur des Kreises Diese klassische Aufgabe gab der
numerischen Integration auch den Namen Quadratur Die Quadratur spielt
in der Mathematik bis heute eine wichtige Rolle f

uhren doch viele Proble 
me der angewandten Mathematik auf die Berechnung von Integralen die
meistens nicht in expliziter Form dargestellt werden k

onnen wie zB

Z
 

e
 x
 
dx
oder
Z
 

sinx
x
dx  
Desweiteren hat man oft die Situation da eine Stammfunktion zwar er 
mittelt werden kann diese aber von so komplizierter Bauart ist da ein
Quadraturverfahren ihrer Auswertung vorzuziehen ist oder aber der Inte 
grand ist nur punktweise zB als Ergebnis von Messungen gegeben
Vgl DavisRabinowitz  DeuhardHohmann  Engels 	 H

ammer 
linHomann  K

ockler  Krylov 	 Piessens et al  Schwarz
 Stroud 	 Zwillinger 
Die gebr

auchlichsten heute in den Quadraturroutinen fast aller Software 
pakete benutzten Quadraturformeln sind da von h

ochstm

oglicher Ordnung
die Quadraturformeln von Gau genauer die Gau Kronrod Formelpaare
Desweiteren verwendet man h

aug auch Newton Cotes Quadraturformeln

als Basisformeln f

ur anschlieende Extrapolation bzw f

ur auf sie aufbauen 
de Folgen von Quadraturformeln Vgl DavisRabinowitz  Engels 	
Favati 	 K

ockler  Krylov 	 Piessens et al  Walz  Zwil 
linger  Der Nachteil dieser Routinen ist da sie Quadraturformeln sehr
hoher Ordnung verwenden und somit der Auswertung des Integranden an
sehr vielen St

utzstellen bed

urfen da sie bzgl der Schrittweitensteuerung
keine R

ucksicht auf das Aussehen des Integranden nehmen und h

aug f

ur
bestimmte Integranden geeigneter sind im Vergleich zu anderen In dieser
Arbeit werden wir Quadraturformeltripel konstruieren die im Vergleich mit
den in den vorgenannten Routinen enthaltenen Quadraturformeln von nied 
riger Ordnung sind in Verbindung mit einer geeigneten Schrittweiten  und
Ordnungssteuerung mit entsprechender Genauigkeit arbeiten den Arbeits 
aufwand nach M

oglichkeit reduzieren und f

ur jeden Typ von Integrand an 
wendbar sind Anschlieend werden numerische Experimente durchgef

uhrt
und die daraus resultierenden Ergebnisse miteinander verglichen
Mein besonderer Dank gilt an dieser Stelle Herrn Prof Dr Siegfried Filippi
der mir die Anregung zu dieser Arbeit gab und ihre Weiterentwicklung mit
groem Interesse f

orderte
Kapitel 
Grundlagen
  Problemstellung
Wie schon im Vorangegangenen angedeutet ist es von Interesse N

aherun 
gen der zu berechnenden Integrale zu bestimmen Sei im Folgenden f aus
dem Raum der stetigen Funktionen auf dem Intervall a b f   Ca b
Zur Berechnung einer N

aherung f

ur das Integral
Z
b
a
fx dxmacht man den
Ansatz
If 
Z
b
a
fx dx 
n
X
k
A
k
fx
k
 R
n
f  Q
n
f  R
n
f 
Bezeichnung Q
n
f heit Quadraturformel oder auch Integrationsformel
mit den n 	 St
 
utzstellen Knoten x
k
und zugeh

origen Gewichten Koe
zienten A
k
 R
n
f heit das Restglied der Quadraturformel
   Existenz und Eindeutigkeit von Quadraturfor
meln
De	nition Eine Quadraturformel heit von derOrdnung m vomGrad
m bzw von der Fehlerordnung m m   N falls sie alle Polynome bis
zum Grad m exakt integriert und m die gr

otm

ogliche Zahl mit dieser Ei 
genschaft ist
Vgl Filippi  Schwarz 

   EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT 
Da sp

ater bei der Konstruktion von Quadraturformeltripeln interpolato 
rische Quadraturformeln eine tragende Rolle spielen werden betrachten wir
diese Klasse von Quadraturformeln genauer

Uber Existenz und Eindeutigkeit interpolatorischer Quadraturformeln gibt
uns der folgende Satz Auskunft

Satz   Seien x

 x
 
        x
n
beliebige paarweise verschieden vorgegebene In
tegrationsst
 
utzstellen mit a  x

 x
 
        x
n  
 x
n
 b 	
Sei L
n
x das LagrangeInterpolationspolynom
L
n
x 
n
X
j
l
j
xfx
j
 mit Lagrangefaktoren l
j
x 
n
Y
i
i j
x x
i

x
j
 x
i

 
Dann existiert eine eindeutig bestimmte interpolatorische Quadraturformel
Q
n
f 
n
X
k
A
k
fx
k
 mit A
k

Z
b
a
l
k
x dx k   	        n
deren Grad mindestens gleich n ist	
Beweis Siehe zB Schwarz 
Zum Aufstellen von Quadraturformeln gibt es verschiedene Konstruktions 
prinzipien so zB die Integration eines Interpolationspolynoms die Metho 
de der Vergleichsfunktionen oder die Methode des Taylorabgleichs Diese
drei Methoden werden nachfolgend kurz beschrieben
Als Folgerung aus Satz 	 erhalten wir

Lemma   Seien x

 x
 
        x
n
 paarweise verschieden gegeben dann kann
man die Konstanten A

 A
 
        A
n
so bestimmen da
 in
If 
Z
b
a
fx dx 
n
X
k
A
k
fx
k
  R
n
f  Q
n
f R
n
f
Q
n
f exakt ist d	h	 R
n
f   falls fx ein Polynom vom Grad  n ist	
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Zur Erl

auterung der Konstruktionsprinzipien zwei Beweise von Lemma 	

Beweis 	 Integration eines Interpolationspolynoms
Sei L
n
x das Lagrange Interpolationspolynom welches fx an den Knoten
x

 x
 
        x
n
interpoliert

fx  L
n
x  R
n
x 
Dann gilt

If 
Z
b
a
fx dx 
Z
b
a
L
n
x R
n
x dx

Z
b
a
L
n
x dx
Z
b
a
R
n
x dx

Z
b
a
n
X
k
l
k
xfx
k
 dx
Z
b
a
R
n
x dx 
Setzt man nun A
k

Z
b
a
l
k
x dx k   	        n so folgt
If 
Z
b
a
fx dx 
n
X
k
A
k
fx
k
 
Z
b
a
R
n
x dx 
Ist nun fx  P
n
x ein Polynom vom Grad  n dann gilt fx  L
n
x
und somit R
n
x  
Beweis 	 Methode der Vergleichsfunktionen
Q
n
f ist exakt f

ur die Monome x
m
 m   	        n falls die Gleichungen
A

A
 
       A
n

Z
b
a
	 dx
A

x

A
 
x
 
       A
n
x
n

Z
b
a
x dx






A

x
n

A
 
x
n
 
        A
n
x
n
n

Z
b
a
x
n
dx
erf

ullt sind
Bei vorgegebenen x
k
ist dies ein lineares Gleichungssystem von n	 Glei 
chungen in den n	 Unbekannten A
k

   EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT 
Die L

osung des Gleichungssystems existiert und ist eindeutig falls gilt

D
n
 Det
 
B
B

	 	    	
x

x
 
   x
n
               
x
n

x
n
 
   x
n
n

C
C
A
  
Dies ist aber gerade die Vandermonde DeterminanteD
n

n
Y
k 
k  
Y
j
x
k
 x
j

die wegen x
j
 x
k
f

ur j  k von Null verschieden ist Da nun die Quadra 
turformel exakt f

ur die Monome ist ist sie auch exakt f

ur eine Linearkom 
bination


 
 
x       
n
x
n
 
i
  R
der Monome dh R
n
f   f

ur Polynome vom Grad  n
Eine weitere M

oglichkeit Quadraturformeln zu konstruieren ist die
Methode des Taylor
Abgleichs
Zur Vereinfachung wird zun

achst das Intervall a b mittels der Substitu 
tion t 
b a

x 
ab

auf das Intervall 	 	 transformiert Sei weiterhin
fx   C
n
	 	 und seien n	 Integrationsst

utzstellen x
k
 k   	        n
paarweise verschieden vorgegeben
Nun f

uhrt man eine Taylorentwicklung bis zum n  ten Glied an x  
durch und setzt diese Entwicklung in
Z
 
  
fx dx sowie in
n
X
k
A
k
fx
k
 ein
Ein Koezientenvergleich liefert sofort
n
X
k
A
k
x
j
k

	  	
j
j  	
 j   	        n  
Dies ist ein lineares Gleichungssystem mit n	 Gleichungen in den n	 Un 
bekannten A
k
 Zur Existenz und Eindeutigkeit der L

osung siehe Lemma 	
Beweis  Siehe auch Engels 	 S
Bemerkung F

ur j   dh aus der ersten Gleichung erh

alt man die
zur Kontrolle der Gewichte g

unstige Eigenschaft

Bei Integration

uber das Intervall a b erf

ullen die Gewichte A
k
die Glei 
chung
n
X
k
A
k
 b a
	 KAPITEL   GRUNDLAGEN
dh Konstanten werden exakt integriert
Bezeichnung
	 Ist a b ein endliches Intervall und werden die St

utzstellen x

        x
n

wobei die Intervallenden unter den St

utzstellen zu nden sind

aquidi 
stant in a b gew

ahlt dh x
i
 a ih i   	        n mit h 
b a
n
 so
kann man nach Lemma 	 Koezienten A
k
so bestimmen da Q
n
f
mit
If 
Z
b
a
fx dx 
n
X
k
A
k
fx
k
 R
n
f  Q
n
f  R
n
f
exakt f

ur Polynome vom Grad  n ist
Die so bestimmten Quadraturformeln heien geschlossene
n 	Punkt NewtonCotes Formeln auf dem Intervall a b
 W

ahlt man die St

utzstellen der geschlossenen Newton Cotes Formeln
und l

at sodann die Intervallenden unber

ucksichtigt so spricht man
von oenen NewtonCotesFormeln
 Setzt man h 
b a
n 
und bestimmt die St

utzstellen x
i
gem

a
x
i
 a  i
 

h i   	        n so erh

alt man als weiteren Vertre 
ter von Newton Cotes Typ Formeln dieMacLaurin Quadraturformeln
 Unterteilt man das Integrationsintervall a b in m gleichlange Teil 
intervalle so erh

alt man durch wiederholte Anwendung einer Qua 
draturformel Q
n
f zB einer n  	 Punkt Newton Cotes Formel
auf jedem der m Teilintervalle und anschlieendes Aufsummieren eine
Quadraturformel in zusammengesetzter Form
Vgl DavisRabinowitz  Zwillinger  Engels 	 S
Filippi  Brass  S	
Bemerkung Die Unterteilung des Intervalls a b zur Erzeugung von zu 
sammengesetzten Quadraturformeln mu nicht notwendigerweise in gleich 
lange Teilintervalle geschehen auch mu nicht f

ur jedes der Teilintervalle
die gleiche Quadraturformel ausgew

ahlt werden
Vgl Brass  S
   EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT 		
Nach Satz 	 existiert zu n  	 paarweise verschieden vorgegebenen St

utz 
stellen eine eindeutig bestimmte interpolatorische Quadraturformel deren
Grad mindestens gleich n ist Speziell f

ur Newton Cotes Formeln gilt

Satz  Der Grad d einer n 	Punkt NewtonCotesFormel ist
d 

n f
 
ur n ungerade
n 	 f
 
ur n gerade 	
Beweis	 Siehe zB Stroud 	 S		
Bei den bisher betrachteten Quadraturformeln ist man stets von vorgegebe 
nen Integrationsst

utzstellen ausgegangen und hat die zugeh

origen Gewichte
bestimmt Nun stellt man sich die Aufgabe sowohl die St

utzstellen x
k
 als
auch die Gewichte A
k
so zu w

ahlen da die resultierende interpolatorische
Quadraturformel von maximalem Grad ist
Satz  Der Grad einer Quadraturformel mit n	 St
 
utzstellen ist h
 
ochstens
n 		
Beweis	 Siehe zB Schwarz  S	 IsaacsonKeller  S
Engels 	
Bezeichnung Interpolatorische Quadraturformeln von maximalem Grad
heien Gau
TypQuadraturformeln
Vgl Schwarz  Engels 	
Betrachten wir nachfolgend exemplarisch die Quadraturformeln vom Gau 
Legendre Typ
Satz  Es existiert genau eine Quadraturformel
Q
n
f 
n
X
k
A
k
fx
k
 x
k
  	 	
mit n  	 St
 
utzstellen x
k
 welche den maximalen Genauigkeitsgrad
n	 besitzt	 Die St
 
utzstellen sind die Nullstellen des n	ten Legendre
Polynoms P
n 
x und die Gewichte sind gegeben durch
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A
k

Z
 
  
n
Y
i
i j

x x
i
x
j
 x
i


dx k   	        n  
Beweis	 Siehe zB Schwarz 
Bemerkung
	 Die Festlegung des Integrationsintervalls auf 	 	 stellt keine Ein 
schr

ankung dar denn jedes Intervall a b l

at sich mittels einer linea 
ren Transformation auf das Intervall 	 	 abbilden
Vgl dazu die Methode des Taylor Abgleichs
 Weitere Quadraturverfahren die eng mit der Theorie der Orthogo 
nalpolynome verkn

upft sind sind das Polya Verfahren das Filippi 
Verfahren und das Clenshaw Curtis Verfahren Sie verwenden die Null 
stellen der Tschebyschepolynome erster und zweiter Art als St

utzstel 
len Bei n St

utzstellen sind dies beim Polya Verfahren die
x
i
  	 	 mit x
i
 cos

i 

 
n


i  	         n sowie beim
Filippi Verfahren die x
i
  	 	 mit x
i
 cos

i
n 


i  	         n
Das Clenshaw Curtis Verfahren unterscheidet sich vom Filippi Verfahren
lediglich dadurch da zus

atzlich die St

utzstellen 		 Verwendung
nden
Vgl Brass  S		
Verwendet man das RichardsonExtrapolationsPrinzip mit der Sehnen 
Trapez Regel in zusammengesetzter Form als Basisformel
T h 
h


	
fa  fb  
N  
X
j 
fa jh




  QUADRATUR UND AWA BEI GEW DGLN 	
Schrittweite h 
b a
N
 N  Anzahl der Teilintervalle so gelangt man zum
Romberg Quadratur Schema
h T
k
T
 k
T
k
  
h

 h T

T
 
h
 

h

T
 
T

  
T
  



h


h

T










mit T
mk


m
T
m  k 
 T
m  k

m
 	

Bezeichnung Die Formeln T
mk
des Romberg Quadratur Schemas heien
Romberg QuadraturFormeln 
Vgl DavisRabinowitz S	 Engels 	 S Stroud 	 S	
  Quadratur und AWA bei gew

ohnlichen Die
rentialgleichungen
Formuliert man das Quadraturproblem als Anfangswertaufgabe
y

t  ft
y

 ya  
yb 
Z
b
a
ft dt 
so lassen sich auch die Verfahren zur L

osung von gew

ohnlichen Dierential 
gleichungen wie zB die Runge Kutta Verfahren anwenden
Vgl Filippi 
	 KAPITEL   GRUNDLAGEN
Ein s	 stuges Runge Kutta Verfahren der Form
k

 fx

 y


k
 
 fx

 
 
h y

 hc
 
k








k
s
 fx

 
s
h y

 h
s  
X
i
c
si
k
i

y
 
 y

 h
s
X
i

i
k
i
vereinfacht sich bei einem Quadraturproblem zu
k

 fx


k
 
 fx

 
 
h






k
s
 fx

 
s
h
y  h
s
X
i

i
k
i

s
X
i
A
i
fx
i

mit A
i
 h
i
und fx
i
  fx

 
i
h  k
i
 F

uhrt man nun wie

ublich
eine Taylerentwicklung mit anschlieendem Koezientenvergleich durch so
erh

alt man die vereinfachten Bedingungsgleichungen


 
 
       
s
 	

 

 
 



       
s

s

	








 

s  
 
 


s  

       
s

s  
s

	
s
 
Die L

osung dieses nichtlinearen Gleichungssystems liefert schlielich die ge 
suchten 
i
und 
i
der Quadraturformel
  KONVERGENZ 	
  Zur Konvergenz von Quadraturformeln
Satz  Polya Steklo Die Quadraturformel Q
n
f konvergiert f
 
ur
n gegen If f
 
ur jedes f   Ca b genau dann wenn gilt
	
n
X
k
jA
k
j  K  n
	 Q
n
f konvergiert f
 
ur alle Polynome Q
n
f If f ist Polynom	
Beweis	 Siehe Krylov 	 Brass  S Engels 	 S	
Satz  Eine interpolatorische Quadraturformel konvergiert genau dann
wenn gilt
n
X
k
jA
k
j  K  
Beweis	 Siehe Krylov 	 S
Folgerung F

ur die Newton Cotes Formeln ist Satz  nicht erf

ullt
Siehe Krylov 	
Aber

Zitat HR Schwarz
 Falls aber fx periodisch und analytisch auf R ist
und falls ba gleich der Periode ist dann bedarf die Sehnen Trapez Regel
keiner weiteren Verbesserung mehr Schwarz  S	
Vgl auch IsaacsonKeller  S H

ammerlin 
Satz  F
 
ur jede zusammengesetzte Quadraturformel Q
n
f die Konstanten
exakt integriert gilt
Q
n
f If f
 
ur n  f   Ca b 
Beweis	 Siehe DavisRabinowitz  S Brass  S	 Engels 	 S	
De	nition Eine Quadraturformel heit positiv genau dann wenn alle Ge 
wichte nichtnegativ sind
Vgl Engels 	
	 KAPITEL   GRUNDLAGEN
Satz  Sind alle Gewichte A
k
einer Quadraturformel Q
n
f nichtnegativ
so konvergiert Q
n
f f
 
ur f   Ca b genau dann wenn Q
n
f f
 
ur alle Po
lynome konvergiert	
Beweis	 Siehe Krylov 	 S Engels 	 S	
Satz  Gau
 Quadraturformeln sind stets positiv
Beweis	 Siehe zB Piessens  Engels 	 S	
Satz   Romberg Quadraturformeln sind stets positiv	
Beweis	 Siehe Engels 	 S	
Satz    Das RombergQuadraturSchema konvergiert f
 
ur jedes f   Ca b	
Beweis	 Siehe Engels 	 S
  Fehlerabsch

atzungen
Ausgehend von der Restgliedabsch

atzung f

ur das Lagrange Interpolations 
Polynom
jfx L
n
xj 
b a
n 
n 	
max
xab



f
n 	
x



erh

alt man f

ur das Quadraturformelrestglied der Newton Cotes Formeln die
Absch

atzung

Satz   F
 
ur die NewtonCotesFormeln gilt die Fehlerabsch
 
atzung
R
n

b a
n
n 	
max
xab



f
n 	
x



 
Beweis	 Siehe Brass  S	 Filippi 
Eine weitere wichtige Quelle f

ur Absch

atzungen und andere Aussagen

uber
den Rest ist die Peanosche Restglieddarstellung Wir orientieren uns im Fol 
genden an der Darstellung von Brass Brass  S vgl auch
Engels 	 S
Bezeichnung
u






	 u  
 

u  
 u  
u
r



u
r
u 	 
 u  
 r 	 	 
  FEHLERABSCH

ATZUNGEN 	
De	nition Sei Q
n
eine Quadraturformel mit R
n
P
s  
  
R
n
f  IfQ
n
f P
s  
Polynom vom Grad s 	
Dann heit die Funktion K
s
K
s
x  R
n


  x
s  

s 	

der s te Peanokern von Q
n

Bemerkung
	 Quadraturformeln die Konstanten nicht exakt integrieren haben kei 
nen Peanokern
 Ist Q
n
exakt f

ur f   P
s  
 P
s  
Menge aller Polynome vom Grad s	
aber nicht f

ur alle f   P
s
 so hatQ
n
genau s PeanokerneK
 
 K

     K
s

Satz   Es sei R
n
P
s  
  	 Ist f   C
s
a b so gilt
R
n
f 
Z
b
a
f
s	
x K
s
x dx 
Beweis	 Siehe zB Brass  S vgl Engels 	 Sf
Satz   Sei M
s
f  sup
xab


f
s	
x


	 Falls die vorkommenden Peano
Kerne existieren gilt
R
n
f M
s
f
Z
b
a
jK
s
xj dx 
Beweis	 Siehe Brass  S
Bemerkung Restglieder von Quadraturformeln lassen sich unter Verwen 
dung h

oherer Ableitungen entwickeln Die nachfolgende Entwicklung ist we 
gen ihrer Anwendung auf zusammengesetzte Quadraturformeln von Interes 
se
	 KAPITEL   GRUNDLAGEN
De	nition Sei Q
n
f eine feste Quadraturformel mit R
n
P

   und
K
 
ihr Peano Kern Dann setzt man
c
 
x  K
 
x 
	
b a
Z
b
a
K
 
u du  a  x  b
c
 
a  c
 
b 
	
b a
Z
b
a
K
 
u du
c

x  c

a 
Z
x
a
c
  
u du 
Z
b
a
c

x dx            
Klar
 c

a  c

b
Satz   F
 
ur jedes f   C
s
a b gilt
R
n
f 
s  
X

c
 
a
h
f
	
b f
	
a
i
 	
s
Z
b
a
f
s	
xc
s
x dx 
Beweis	 Siehe Brass  Sf
Bezeichnung Sei Q
n
f eine Quadraturformel auf dem Grundintervall
 	 Man bezeichnet Q
n
f auch als Elementarformel Q
n
f 
 Q
el
 Ihre
auf das Teilintervall a    	H a H   H 
b a
m
Transformierte be 
zeichnet man mit Q
	
n

Dann ist
Q
m	

 Q
 	
n
 Q
	
n
    Q
m	
n
eine Quadraturformel in zusammengesetzter Form entstanden durch
m faches Anwenden der Elementarformel F

ur diese Q
el
ist der Rest ent 
wickelbar nach Satz 	
Bezeichne c
el

die auf das Intervall  	 bezogenen Funktionen c


Satz   Ist f   C
s
a b so gilt f
 
ur den Fehler einer zusammengesetzten
Quadraturformel
R
m
f 
s  
X

	

c
el
 
H
 
h
f
	
b f
	
a
i
 	
s
H
s
Z
b
a
f
s	
xc
el
s
m
x a
b a
 dx 
Dabei bedeutet c
el
s
diejenige Funktion mit Periode  die auf  	 mit c
el
s
 
ubereinstimmt	
Beweis	 Siehe Brass  S	
  FEHLERABSCH

ATZUNGEN 	
BemerkungWeitere Fehlerabsch

atzungen f

ur zusammengesetzte Quadra 
turformeln ndet man zB bei Engels 	 oder IsaacsonKeller  S 
Bisher war es n

otig zur Bestimmung einer Fehlerschranke die evtl h

oheren
Ableitungen von fx zu berechnen Fordert man allgemein da
fz  fx  iy analytisch im Einheitskreis und stetig auf seinem Rand 
ist wobei der Einheitskreis das betrachtete Intervall der reellen Achse um 
schliet so kann man den Fehler in der Form jRfj  kfk

absch

atzen
dh man kommt ohne Dierentation der zu integrierenden Funktion aus
Aufgabe ist jetzt noch  eine dem N

aherungsansatz eigent

umliche Kon 
stante zu berechnen bzw abzusch

atzen F

ur einige Newton Cotes Formeln
bei wiederholter Anwendung Vgl zusammengesetzte Formeln wurde die 
ses Vorgehen von H

ammerlin   vorgef

uhrt Legt man sich was durch
eine lineare Transformation stets zu erreichen ist auf das Integrationsinter 
vall 
 


 

 fest so erh

alt man zB
Sehnentrapezregel
p
     	h

Tangententrapezregel
p
     h

Simpson Regel
p
     h

Newton



 Regel
p
     h


Vgl H

ammerlin  
Bemerkung Zitat G H

ammerlin
 Der Vorteil der Absch

atzungen in dieser
Arbeit gegen

uber den herk

ommlichen in die h

ohere Ableitungen von fx
eingehen liegt weniger in der Sch

arfe als in ihrer Einfachheit W

ahrend sich
kfzk im allgemeinen leicht absch

atzen l

at kann sich die Ermittlung von
Ableitungsschranken recht schwierig gestalten H

ammerlin 
Fehlerabsch

atzungen wie vorangegangen beschrieben sind f

ur die Praxis im
allgemeinen zu aufwendig daher verwendet man in der adaptiven Quadratur
statt einer Fehlerabsch

atzung eine Fehlersch
 
atzung Man greift dabei in aller
Regel auf eine Fehlersch

atzung nach dem Prinzip von Runge zur

uck Dazu
f

uhrt man zun

achst zwei Integrationsschritte mit der Schrittweite h aus
Danach integriert man erneut nun allerdings mit der Schrittweite h Der
Vergleich beider Ergebnisse liefert die gew

unschte Sch

atzung des Fehlers In
einer modizierten Form werden zwei Quadraturformeln I
 
 I

des gleichen
Typs aber unterschiedlicher Ordnung zB ein Gau Kronrod Paar oder ein
Paar aufeinanderfolgender Formeln eines der im Anschlu konstruierten
 KAPITEL   GRUNDLAGEN
Quadraturformeltripel benutztIhre Abweichung relativ absolut oder ge 
mischt voneinander liefert auch hier die Sch

atzung des Fehlers
Bezeichnung Sind I
 
 I

N

aherungswerte f

ur das Integral I 
Z
b
a
fx dx
die mittels zweier Quadraturformeln gleichen Typs aber unterschiedlicher
Ordnung berechnet wurden dann heit
err  jI
 
 I

j
der gesch
 
atzte Quadraturfehler
Vgl Schwarz  Deuhard  K

ockler 
Kapitel 
Globale und adaptive
automatische Quadratur
Softwaresysteme m

ussen Quadraturformeln enthalten die sich mit Hilfe ei 
ner Genauigkeitskontrolle selbst steuern Zum einen wird eine Folge I
k

k  	     von N

aherungswerten I
k
f

ur das Integral I 
Z
b
a
fx dx von
zB eingebetteten Quadraturformeln dh die St

utzstellen der vorhergehen 
den Quadraturformel sind vollst

andig unter den St

utzstellen der aktuellen
Formel zu nden erzeugt Die Berechnung wird abgebrochen sobald f

ur
den gesch

atzten Fehler err err  jI
k
 I
k  
j  tol bei vorgegebener
Genauigkeit tol gilt Bei diesem Vorgehen wird derselbe Quadraturformel 
typ mit wachsender Anzahl an St

utzstellen dh mit wachsender Ordnung
Grad auf das gesamte Integrationsintervall angewandt man spricht daher
auch von globaler automatischer Quadratur Zum anderen kann man aber
im allgemeinen ein Integral

uber ein kurzes Intervall genauer und schneller
berechnen als ein entsprechendes Integral

uber ein langes Intervall Des 
halb ist es vorteilhaft vor der Anwendung einer Quadraturformel das Inte 
grationsintervall a b geeignet zu unterteilen und sodann die Teilintegrale
aufzusummieren Dies legt nahe a b fortgesetzt solange zu unterteilen bis
in jedem Teilintervall x
i
 x
i 
 der L

ange h
i
 x
i 
 x
i
mit der zugrun 
degelegten Quadraturformel wie vorher die geforderte Genauigkeit erreicht
wird Eine Reduktion des Arbeitsaufwandes kann dabei dadurch erzielt wer 
den da die Wahl der Integrationsst

utzstellen dem individuellen Integran 
den angepat wird Dadurch wird die Unterteilung dort feiner wo f stark
variiert und gr

ober in Intervallen geringer Variation Die Entscheidung ob
ein Teilintervall weiter unterteilt werden soll dh mit welcher Schrittweite
	
 KAPITEL  AUTOMATISCHE QUADRATUR
h
i
man im Folgenden voranschreitet erfolgt ia auf Grund des Vergleichs
zweier verschiedener N

aherungswerte wobei die zugeh

origen Quadraturfor 
meln unterschiedlicher Ordnung Grad sind Erfolgt die Bestimmung der
neuen Schrittweite automatisch so spricht man von adaptiver Quadratur
Unser Ziel wird es nun sein ein global adaptives Verfahren dh ein Verfah 
ren in dem gleichzeitig Schrittweite und Ordnung dem Problem angepat
werden k

onnen zu entwickeln
 Eingebettete Quadraturformeln
Da wie gesagt in Softwaresystemen selbststeuernde Quadraturformeln ent 
halten sein m

ussen ben

otigen wir um die angesprochene Folge I
k

k  	     von N

aherungen I
k
bzw um die unterschiedlichen N

ahe 
rungswerte

I
 


I

f

ur dasselbe Teilintervall zu berechnen eine Folge bzw
Paare von Quadraturformeln unterschiedlichen Grades Um nun den Re 
chenaufwand gering zu halten ist es dabei von Vorteil wenn die verwen 
deten Formeln m

oglichst viele St

utzstellen gemeinsam benutzen und somit
einmal berechnete Funktionswerte weiter verwendet werden Nachfolgend
suchen wir daher Folgen von Quadraturformeln Q
k	
 k  	     mit
GradQ
k  	
  GradQ
k	
 und f

ur die Mengen der St

utzstellen gilt

n
x
i
j x
i
ist Knoten vonQ
k  	
o

n
x
j
j x
j
ist Knoten vonQ
k	
o
 
Quadraturformeln mit diesen Eigenschaften heien eingebettet
Vgl zB Favati 	 Filippi 	 Patterson 
Wir werden die Eigenschaft des Eingebettetseins sp

ater bei der Konstrukti 
on von Quadraturformeltripeln verwenden Auch einige in der Auswertung
benutzten Vergleichsroutinen basieren auf speziellen eingebetteten Formeln
Aus diesem Grund sollen hier Taktiken der Einbettung kurz vorgestellt wer 
den
  Optimale Erweiterungen von Quadraturformeln
Unter den Quadraturformeln sind die Gau schen Formeln dadurch ausge 
zeichnet da sie vom h

ochstm

oglichen Grad n	 bei n St

utzstellen sind
Kronrod  erweitert eine n Punkt Gau Legendre Formel optimal durch
Addition von n 	 zus

atzlichen St

utzstellen und erzeugt eine Quadratur 
formel vom Grad n 	 bzw vom Grad n  falls n ungerade ist bei
nunmehr n	 St

utzstellen Bedingt durch diese Konstruktion werden al 
so alle Knoten der Gauformel beibehalten die zugeh

origen Funktionswerte
 EINGEBETTETE QUADRATURFORMELN 
weiterverwendet Die Gauformel ist somit in die Kronrodformel eingebet 
tet Patterson  greift die Idee Kronrods auf und beschreibt optimale
Erweiterungen allgemeiner Quadraturformeln Er gibt ausgehend von einer
 Punkt Gauformel eine Folge eingebetteter optimal erweiterter Quadra 
turformeln mit positiven Gewichten der nachfolgenden St

utzstellenanzahl
sowie zugeh

origem Grad an
Anzahl der St

utzstellen   	 	  	  		
zugeh

origer Grad  		    		  
die in das Softwarepaket Quadpack a subroutine package for automatic
integration  Eingang gefunden hat Vgl K

ockler 
  Absteigende Folgen von Quadraturformeln
Eine andere M

oglichkeit eine Folge von Quadraturformeln zu erzeugen von
der jede Formel die St

utzstellen ihres Vorg

angers benutzt ist ausgehend von
der Menge der St

utzstellen einer Basisformel Teilmengen dieser St

utzstel 
lenmenge zu bestimmen und f

ur jede dieser Teilmengen eine Quadraturfor 
mel zu berechnen Patterson  beschreibt dieses Vorgehen ausgehend von
einer Gauformel mit 
r
 	 St

utzstellen vom Grad 
r
	 	 Seien nun
x
j
 j  		
r
 	 die St

utzstellen dieser Ausgangsformel Dann erzeugt
man r Teilmengen von St

utzstellen x

i
j  	 
 j  		
r i
	 i  		r
durch sukzessives Streichen von alternierenden Knoten der Ausgangsst

utz 
stellen und bestimmt f

ur jede dieser St

utzstellenmengen eine interpolatori 
sche Quadraturformel Bedingt durch diese Konstruktion beobachtet man
die Eigenschaft da beginnend mit der untersten Formel jede nachfol 
gende Quadraturformel die St

utzstellen und somit die schon berechneten
Funktionswerte ihres Vorg

angers weiterverwendet also keine Information
verschwendet wird Weiter ist anzumerken da diese eingebetteten Qua 
draturformeln s

amtlich positiv sind allerdings nur die Ausgangsformel den
maximalen Grad 
r
 	 	 besitzt
   Interpolatorische Quadraturformeln f

ur optimalen Zu
sammenbau
Ein Nachteil den die bisher konstruierten Folgen von Quadraturformeln auf 
weisen ist da fast s

amtliche Funktionswerte bei einer weiteren Intervallun 
 KAPITEL  AUTOMATISCHE QUADRATUR
terteilung neu berechnet werden m

ussenVon Interesse ist es daher solche
Formeln zu erzeugen die wenn man die Taktik der Intervallhalbierung ver 
folgt in zusammengesetzter Form alle schon berechneten Funktionswerte
weiterverwenden Ausgehend von der Trapezregel versucht man nun eine
Folge von Quadraturformeln Q
 	
     Q
n	
mit nachfolgenden Eigenschaf 
ten zu konstruieren

  die St

utzstellen von Q
k  	
sind eine Teilmenge der St

utzstellen von
Q
k	

  bei Verwendung der Formeln in zusammengesetzter Form werden keine
Funktionswerte verworfen
  der Grad von Q
k	
ist gr

oer als der Grad von Q
k  	

  der Abstand zweier benachbarter St

utzstellen ist in Anlehnung an
die Gau Typ Formeln zum Intervallrand hin geringer als in der In 
tervallmitte
  alle Formeln stammen von der Trapezregel ab dhQ
 	
ist die  Punkt
Newton Cotes Formel
  alle Formeln sind numerisch stabil dh alle auftretenden Gewichte
sind positiv
Quadraturformeln die diese Bedingungen erf

ullen heien RMSFormeln
recursive monotone and stable Favati ua 	 haben alle RMS Formeln
bestimmt und sie in Baumform zusammengestellt Es zeigt sich da lei 
der nur wenige der oben beschriebenen Folgen von Quadraturformeln von
unterschiedlicher begrenzter L

ange existieren
  RungeKuttaFormelpaare
Ausgehend von den Runge Kutta Formelpaaren zur L

osung gew

ohnlicher
Dierentialgleichungen der Form y

x  fx y stellt man fest da diese
h

aug so konstruiert sind da sie sich im Quadraturfall dh f

ur y

x  fx
zu Standard Quadraturformeln reduzieren Vgl Filippi  Bei der Kon 
struktion legte man Wert darauf da bei diesen Formelpaaren vom Grad
p	p Ordnung pp	 von beiden Formeln gemeinsame St

utzstellen ver 
wendet werden dh sie erf

ullen die Eigenschaft des Eingebettetseins Vgl
DormandPrince 	 	 	 Fehlberg    Filippi  
Verner 
Da zur L

osung gew

ohnlicher Dierentialgleichungen konstruiert f

uhrt dies
 EINGEBETTETE QUADRATURFORMELN 
im Quadraturfall leider oftmals dazu da die Formeln identisch sind und
somit eine Sch

atzung des Fehlers nicht m

oglich ist Shampine  beschreibt
nun ein Vorgehen die Ausl

oschung der Fehlersch

atzung zu verhindern Be 
trachten wir dazu exemplarisch das Runge Kutta Formelpaar vom Grad 
Ordnung  RK  nach Fehlberg  Im Quadraturfall sind bei 
de Formeln identisch und die Sch

atzung des lokalen Fehlers milingt Die
Quadraturformel entstanden aus dem Formelpaar RKF integriert ein
Polynom  ten Grades exakt dh sie ist vom Grad  Fehlberg verwendete
	 St

utzstellen von denen im Quadraturfall einige mit dem Gewicht Null
versehen sind Da nun zur Konstruktion einer Quadraturformel vom Grad
 lediglich  Knoten ben

otigt werden siehe Satz 	 schl

agt Shampine 
vor die vorgegebenen 	 St

utzstellen weiter zu nutzen eine davon zu strei 
chen und zwar so da die resultierende Quadraturformel von jetzt h

oherem
Grade die nun verschieden von der Formel des Formelpaares RK  ist
m

oglichst kleine Koezienten besitzt Die Eigenschaft des Eingebettetseins
bleibt somit erhalten
Kapitel 
Quadraturroutinen auf der
Basis von
Quadraturformeltripeln
 Konstruktion von Quadraturformeltripeln
 Quadraturformeltripel auf Basis von
RungeKuttaFormelpaaren
Wir machen uns oben beschriebenes Vorgehen zu eigen und werden im Fol 
genden Quadraturtripel vom Grad p
 
p

p


mit p
 
 p

 p


 ausgehend
von Standard Runge Kutta Formelpaaren durch Verwendung vorgegebener
aber noch nicht benutzter St

utzstellen bzw durch sukzessives Streichen von
St

utzstellen erzeugen Dabei wird falls die Formeln des RKF Formelpaares
im Quadraturfall identisch zusammenfallen diese als Basisformel vom Grad
p

festgesetzt und ausgehend von dieser Basisformel eine Quadraturformel
h

oheren Grades p


und eine niedrigeren Grades p
 
konstruiert Ansonsten
werden wir da ia von den vorgegebenen St

utzstellen einige nicht benutzt
werden die Formeln des RK Formelpaares des Grades p
 
p

 als Basisfor 
meln verwenden und zus

atzlich eine Quadraturformel h

oheren Grades p


hinzukonstruieren
Dh wir bestimmen neben der N

aherungsl

osung y bzw neben den N

ahe 
rungsl

osungen y und y welche uns durch das RK Formelpaar vorgeben sind
weitere N

aherungen y und !y bzw eine weitere N

aherung !y mit
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wobei die Quadraturformeln zur Berechnung von y y und !y vom Grad p
 
 p

und p


mit p
 
 p

 p


sind
Diese Quadraturtripel haben den Vorteil da sie die durch die Basisformel
bzw Basisformeln vorgegebenen St

utzstellen gemeinsam benutzen also kei 
nerlei Arbeit in die Berechnung zus

atzlicher Funktionswerte investiert wer 
den mu Desweiteren bieten sie die M

oglichkeit neben einer Schrittweiten 
steuerung zus

atzlich eine Ordnungssteuerung zu etablieren Das Auswahlkri 
terium daf

ur welche der St

utzstellen gestrichen werden sollen ist da der
Koezient des f

uhrenden Restgliedterms m

oglichst klein wird um so den
lokalen Fehler der ia durch den f

uhrenden Term des Restgliedes bestimmt
ist zu minimieren Neben den Standard Runge Kutta Formelpaaren werden
wir sp

ater noch geschlossene und oene Newton Cotes Typ Quadraturfor 
meln als Basis zur Konstruktion von Quadraturformeltripeln verwenden
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    Ein Formeltripel vom Grad 
Besch

aftigen wir uns wieder mit dem Runge Kutta Formelpaar RK  zur
L

osung gew

ohnlicher Dierentialgleichungen nach Fehlberg 
k
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Dieses reduziert sich im Quadraturfall zu
k

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k
i
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
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Bei Integration

uber das Intervall a b Schrittweite h  b  a besitzt es
nachfolgende St

utzstellen und zugeh

orige Gewichte
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dh die beiden Quadraturformeln fallen identisch zusammen Bezeichnet im
folgenden j in Q
j	
f den Grad einer Quadraturformel so lautet unsere
Formel
Q
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f  h

	
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
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mit dem Koezienten des f

uhrenden Restgliedterms
jRj 
h
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Verf

ahrt man nun wie von Shampine  vorgeschlagen und verwendet die
in Q
	
benutzten St

utzstellen weiter so ndet man unter den 	 vorgege 
benen Knoten noch drei die bisher mit dem Gewicht Null versehen waren
und w

ahlt zwei von ihnen geeignet zur Konstruktion einer Quadraturfor 
mel welche ein Polynom  ten Grades exakt integrieren soll aus Geeignete
 KAPITEL  QUADRATURFORMELTRIPEL
Auswahl bedeutet wie schon beschrieben da der Koezient des f

uhren 
den Restgliedterms minimal wird Es zeigt sich da dieses Kriterium gera 
de von den St

utzstellen a 
h

und a 
h
 
erf

ullt wird Um die Gewichte
A
k
 h  
k
 k  	 der gesuchten Quadraturformel zu bestimmen f

uhrt
man einen Tayler Abgleich durch Dies f

uhrt uns auf das Gleichungssystem
M
	
A 
	
b
mit der Matrix M 
 
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B

        

 h
 
h

h

h
 
h
 
 h

h

h

 h
 
 
h
 
 
h
 

 h
 
 
h
 

 h
 

 h
 
 
h
 
 

h

	
h

 
h

 
 h

	
h


h


 h

 
h



 h

 
h

	
h


 h


h


 h

 
 h

	
h

 

h

  	
h

 	
h

 	
 h


h

	
h


 h

 
h

 	

h

  		
h

  	
h

 	
 h

 
h

		
h

 	
 h


h

 	

h

 	 
h

		
h

	  	
 h

 
h

 	
h

	
 h

  
h

		

 h

	
h

   	
h

  	
 h

 
h

	  	
 h

 	
 h

  
h

	 	

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A
sowie den Vektoren
	
A
t
 A

 A
 
 A

 A


 A

 A

 A

 A

 A


und
	
b
t
 h
h
 


h



h



h

 

h



h



h
	



h





Zur L

osung dieses und der bei der Konstruktion weiterer Quadraturformel 
tripel nachfolgend auftretenden Gleichungssysteme verwenden wir wie auch
sp

ater zur Erzeugung der Graphiken in der Auswertung das CA Paket Ma 
thematica  welches uns die entsprechenden Werkzeuge zur Verf

ugung
stellt
Wir erhalten schlielich die folgenden zu den vorgegebenen Knoten zugeh

ori 
gen Gewichte
A
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und somit die Quadraturformel
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Schrittweite h  b a mit dem Koezienten des f

uhrenden Terms des Ab 
bruchfehlers jRj 
		 h
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h
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Wir werden nun neben unseren Formeln  ten und  ten Grades nach Kon 
struktionsvorgabe eine Formel  ten Grades konstruieren Um eine Formel
 ten Grades zu bestimmen ben

otigen wir  Knoten Ausgehend von den
 Knoten die bisher xiert sind werden davon  geeignet ausgew

ahlt in
anderen Worten  der  Knoten sind geeignet zu streichen allerdings nicht
a
h

und a
h
 
zusammen da wir sonst wieder bei unserer Formel Q
	
f
anlangen Es zeigt sich da die zu streichenden St

utzstellen a
h

und a
h


sind Das nun zu l

osende Gleichungssystem
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liefert uns die Gewichte der Quadraturformel Q
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Schrittweite h  b a mit dem Koezienten des f

uhrenden Restgliedterms
jRj 
h

		
    	
  
h


Benutzt man jetzt wieder die f

ur Quadraturformel

ubliche Darstellung
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   Ein Formeltripel vom Grad 
An dieser Stelle w

ahlen wir das Runge Kutta Formelpaar RK  nach Ver 
ner  welches gerade so konstruiert wurde da die Formeln dieses Formel 
paares hier vom Grad  bzw vom Grad  im Quadraturfall nicht identisch
zusammenfallen
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Ausgehend von diesem Formelpaar stellt man fest da St

utzstellen hier
a 
h
 
und a 
h

im Quadraturfall nicht genutzt werden Somit hat man
auch hier die M

oglichkeit auf diese St

utzstellen zur

uckzugreifen und eine
Formel vom Grad  zu unserem Formelpaar vom Grad  hinzuzukonstru 
ieren Da zur Konstruktion einer Quadraturformel vom Grad  acht Knoten
ausreichend sind w

ahlt man eine der beiden zur Verf

ugung stehenden St

utz 
stellen aus und zwar so da der Koezient des f

uhrenden Restgliedterms
klein wird Dies ist gerade im Falle des Knotens a 
h
 
gegeben und man
hat zur Bestimmung der Gewichte der Quadraturformel wiederum mittels
Taylor Abgleich das Gleichungssystem M
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Insgesamt erhalten wir also das Formeltripel Q
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 KAPITEL  QUADRATURFORMELTRIPEL
   Ein Formeltripel vom Grad 
Wie schon beim Runge Kutta Formelpaar RK sind auch die Formeln
des Runge Kutta Formelpaares RK nach Fehlberg  im Quadraturfall
identisch und man erh

alt die Quadraturformel
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Wir werden wie im oben genannten Fall eine Formel h

oheren und niedrige 
ren Grades unter Verwendung noch nicht benutzter St

utzstellen bzw durch
Streichen von St

utzstellen konstruieren F

ur die Quadraturformel vom Grad
 verwenden wir den Knoten a 
h

dem bisher das Gewicht  zugeordnet
war wobei zu beachten ist da  Knoten zur Konstruktion einer Formel
ten Grades nicht ausreichen und wir einen Weiteren zus

atzlich bestimmen
m

ussen F

uhrt man dazu einen Taylorabgleich durch und verlangt da der
Koezient des f

uhrenden Restgliedtermes m

oglichst klein wird so bestimmt
sich die zus

atzliche St

utzstelle zu a 	    h welche anschlieend ge 
rundet wird zu a
h

 um einfache Gewichte in der entstehenden Quadra 
turformel zu bekommen Wiederum unter der Forderung den Koezienten
des f

uhrenden Restgliedes unter Beibehaltung der bisherigen St

utzstellen
m

oglichst klein zu halten ndet man da die St

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
zur Bestim 
mung einer Quadraturformel vom Grad  zu streichen ist Insgesamt ergibt
sich das Formeltripel Q
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 KAPITEL  QUADRATURFORMELTRIPEL
   Ein Formeltripel vom Grad 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Ganz analog dem Vorherigem betrachten wir nun das Runge Kutta Formelpaar
RK nach Fehlberg  Hier haben wir zu beachten da diese beiden
Formeln im Quadraturfall nicht mehr identisch sondern verschieden und
vom Grad  und  sind Zur Konstruktion verwendet Fehlberg sechs St

utz 
stellen von denen eine in beiden Formeln jeweils mit dem Gewicht Null
versehen ist Nutzt man alle vorgegebenen St

utzstellen so kann man wie

ublich

uber einen Taylorabgleich eine Quadraturformel vom Grad  bestim 
men und erh

alt somit ein Quadraturformeltripel vom Grad  mit den
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 KONSTRUKTION 
   Ein Formeltripel vom Grad 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Ausgehend vom Runge Kutta Formelpaar RK nach Fehlberg  wel 
ches wieder aus zwei im Quadraturfall verschiedene Formeln hier vom Grad
 und  besteht die nicht alle f

unf vorgegebenen St

utzstellen nutzen kann
man unter Verwendung s

amtlicher Knoten eine Quadraturformel vom Grad
 und somit ein Quadraturformeltripel vom Grad  mit den St
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und Gewichten
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 KAPITEL  QUADRATURFORMELTRIPEL
   Ein Formeltripel vom Grad  
Analog zur Konstruktion der bisherigen Formeltripel verwenden wir das
Runge Kutta Formelpaar RK nach Fehlberg  nehmen die beiden im
Quadraturfall unterschiedlichen Formeln vom Grad 	 und konstruieren
unter Benutzung aller vorgegebenen St

utzstellen eine weitere Formel vom
Grad  Wir erhalten somit f

ur das Quadraturformeltripel Q
 	
Q
	
Q
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die St

utzstellen und Gewichte
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 KONSTRUKTION 	
   Ein Formeltripel vom Grad  
Basis f

ur dieses Formeltripel sind die Formeln des Runge Kutta Formelpaares
RK 	 nach Fehlberg  welche Konstanten bzw Polynome vom Grad 	
exakt integrieren Zwar werden von dem Formelpaar alle St

utzstellen ver 
wendet jedoch kann man bei  vorgegebenen Knoten eine Quadraturformel
vom Grad mindestes gleich zwei konstruieren Da die St

utzstellen

aquidi 
stant gew

ahlt wurden ist die mittels Taylorabgleich zu bestimmende Qua 
draturformel eine geschlossene Newton Cotes Formel n

amlich die bekannte
Simpsonregel Keplersche Faregel vom Grad  Siehe Satz  Die St
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 KAPITEL  QUADRATURFORMELTRIPEL
 Quadraturformeltripel auf Basis von
geschlossenen NewtonCotesFormeln
Als weitere M

oglichkeit Quadraturformeltripel zu konstruieren erweist sich
geschlossene Newton Cotes Quadraturformeln mit einer ungeraden Anzahl
an St

utzstellen als Basisformel auszuw

ahlen Eine ungerade Anzahl an Kno 
ten da nach Satz  der Grad einer Newton Cotes Formel mit n  	 Kno 
ten gerade n 	 f

ur eine Newton Cotes Formel mit n Knoten aber nur
n	 ist man bei einer ungeraden Anzahl an St

utzstellen also einen Grad
geschenkt bekommt Mit der Forderung da bei Konstruktion von For 
meln niedrigeren Grades die Intervallenden als St

utzstellen erhalten bleiben
hat man durch die Wahl der geschlossenen Newton Cotes Formeln weiterhin
den Vorteil da eine Funktionsauswertung einspart werden kann M

oglich
wird dies dadurch da nach Abschlu eines Schrittes mit der Schrittweite h
der Funktionswert an der Stelle ah im nachfolgenden Schritt als Funktions 
wert des dann aktuellen Intervallanfangs nochmals verwendet werden kann
Ausgehend von einer geschlossenen Newton Cotes Formel werden wir wie
schon bei der Konstruktion der Quadraturformeltripel auf Basis von Runge 
Kutta Formeln vorgef

uhrt durch sukzessives Streichen von St

utzstellen For 
meln niedrigeren Grades in die Basisformel einbetten Unter Verwendung
einer ungeraden Anzahl dh von n  	 St

utzstellen n  	      werden
die Quadraturformeln im Formeltripel vom Grad n  n 	n 	
sein
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   Ein Formeltripel vom Grad  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konstruieren wir durch Streichen einer St

utzstelle dh durch Zuordnung
des Gewichtes  zu dieser St

utzstelle unter der Forderung der Minima 
lit

at des Koezienten des f

uhrenden Restgliedterms eine Quadraturformel
vom Grad 	 welche die gleichen St

utzstellen wie die Basisformel benutzt
also in diese eingebettet ist Legen wir nun die soeben konstruierte Formel
zugrunde so k

onnen wir durch Streichen eines weiteren Knotens wiederum
unter Beachtung der Minimalit

at des Koezienten des f

uhrenden Restglied 
terms eine dritte Formel vom Grad 	 mit ebenfalls identischen St

utzstellen
erzeugen Zur Konstruktion verwenden wir die Methode des Taylorabgleichs
dh wir haben bei vorgegebenen St

utzstellen wieder ein lineares Gleichungs 
system M
	
A 
	
b in den unbekannten Gewichten A
i
zu l

osen Mit den oben
vorgegeben St

utzstellen berechnen sich die Gewichte als
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 KAPITEL  QUADRATURFORMELTRIPEL
  Ein Formeltripel vom Grad     
Ausgehend von der geschlossenen Newton Cotes Formel vom Grad 	 be 
stimmen wir wie oben beschrieben mittels Taylorabgleich je eine Quadratur 
formel 		 ten und 	 ten Grades Zu den obigen vorgegebenen St
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utzstellen
bestimmen sich die Gewichte zu
k x
k
 
A
k
A
k

A
k
 a
h
	
 h

 	h

 a
h

 h
	
	h
	
	 h
	
 a
h

 
h
  	
 
  h
  	
 
	h
		
 a
h
 
	h
 	
	h
	
h
			
 a
h

  
h

 
  	h
  
 a 
	h

	h
 	
	 h
	
		 h
		
 a
h

   
		h
		
	 a 
h

h
 	
	 h
	
		 h
		

 a 
h

 
h
	
 
h

 
  	h
  
 a 
h
 
h

	h
	
h
			
 a 
	h

 
		h
 	
 
  h
  	
 
	h
		
 a
h

h
	 
	h
	
	 h
	
 a h
		h
	
 h

 	h

 KONSTRUKTION 
Die Koezienten der f

uhrenden Restgliedterme lauten
j

Rj 
	 h
 
	
 	 	  	
  
h
 

jRj 
		 h
 

				
 	   	
  
h
 


j
!
Rj 
	 h
 
			
    	
  
h
 
 
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  Ein Formeltripel vom Grad   
Als Basisformel legen wir die geschlossene Newton Cotes Formel vom Grad
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 KAPITEL  QUADRATURFORMELTRIPEL
  Ein Formeltripel vom Grad 
Ausgehend von der geschlossenen Newton Cotes Formel vom Grad  kon 
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  Ein Formeltripel vom Grad 
Auf Grundlage der geschlossenen Newton Cotes Formel vom Grad  kon 
struieren wir weitere Quadraturformeln vom Grad  Unter der Forderung
nach einem minimalen Koezienten im f

uhrenden Restgliedterm bestimmen
sich die zu den vorgegebenen St
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  Ein Formeltripel vom Grad 
Hier legen wir nun die geschlossene Newton Cotes Formel vom Grad  zur
Konstruktion weiterer Quadraturformeln vom Grad  bzw  zugrunde Un 
ter der Forderung nach einem minimalen Koezienten im f

uhrenden Rest 
gliedterm bestimmen sich die zu den vorgegebenen St
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  Ein Formeltripel vom Grad  
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konstruieren wir weitere Quadraturformeln vom Grad 	 bzw  Unter der
Forderung nach einem minimalen Koezienten im f
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 KAPITEL  QUADRATURFORMELTRIPEL
  Quadraturformeltripel auf Basis von
oenen NewtonCotesTypFormeln
Eine weitere M

oglichkeit Quadraturformeltripel zu konstruieren ist als Ba 
sisformeln oene Newton Cotes Typ Quadraturformeln auszuw

ahlen Wir
werden im Folgenden speziell die MacLaurin Formeln mit einer ungera 
den Anzahl an St

utzstellen verwenden Die Argumentation f

ur eine unge 
rade Anzahl an Knoten l

auft analog zu der bei den geschlossenen Newton 
Cotes als Basisformeln Durch die Wahl der MacLaurin Formeln verliert man
zwar den Vorteil eine Funktionsauswertung am Intervallanfang einzusparen
vermeidet aber Probleme die durch eine Anfangs  oder Endpunktsingula 
rit

at auftreten k

onnen Ausgehend von einer solchen oenen Formel werden
wir analog zur bisherigen Konstruktionsstrategie durch sukzessives Strei 
chen von St

utzstellen Formeln niedrigeren Grades erzeugen Unsere Qua 
draturformeln im Formeltripel werden dann analog zu den geschlossenen
Newton Cotes Formeln unter Verwendung von n	 St

utzstellen vom Grade
n n 	n 	 sein
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   Ein Formeltripel vom Grad  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konstruieren wir durch Streichen einer St

utzstelle dh durch Zuordnung
des Gewichtes  zu dieser St

utzstelle unter der Forderung der Minima 
lit

at des Koezienten des f

uhrenden Restgliedterms eine Quadraturformel
vom Grad 	 welche damit die gleichen St

utzstellen wie die Formel vom
Grad 	 benutzt Legen wir im Folgenden die soeben konstruierte Formel
zugrunde so k

onnen wir durch weiteres Streichen eines Knotens wiederum
unter Beachtung der Minimalit

at des Koezienten des f

uhrenden Restglied 
terms eine dritte Formel vom Grad 	 mit ebenfalls identischen St

utzstellen
erzeugen Zur Konstruktion verwenden wir die Methode des Taylorabgleichs
bzw die Methode der Vergleichsfunktionen dh wir haben jeweils ein linea 
res Gleichungssystem in den unbekannten Gewichten zu l

osen Bei obigen
vorgegeben St

utzstellen berechnen sich die Gewichte als
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 KAPITEL  QUADRATURFORMELTRIPEL
  Ein Formeltripel vom Grad     
Auf Basis der MacLaurin Formel vom Grad 	 konstruieren wir wie
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 KAPITEL  QUADRATURFORMELTRIPEL
  Ein Formeltripel vom Grad   
Hier legen wir nun die MacLaurin Formel vom Grad 		 zur Konstruktion
weiterer Quadraturformeln vom Grad  bzw  zugrunde Ganz analog dem
Vorangegangenen bestimmen sich die zu den vorgegebenen St
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utzstellen zu 
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 KONSTRUKTION 	
  Ein Formeltripel vom Grad 
Zur Konstruktion des Quadraturformeltripels vom Grad  benutzen wir
die MacLaurin Formel vom Grad  als Basisformel Wie

ublich durch Strei 
chen von St

utzstellen und unter der Forderung nach einem minimalen Ko 
ezienten im f

uhrenden Restgliedterm bestimmen sich die zu den vorgege 
benen St

utzstellen zugeh

origen Gewichte der Formeln niedrigeren Grades zu
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Die jeweiligen Koezienten der f
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uhrenden Restgliedterme sind
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 KAPITEL  QUADRATURFORMELTRIPEL
  Ein Formeltripel vom Grad 
Ausgehend von der MacLaurin Formel vom Grad  als Basisformel konstru 
ieren wir analog Vorherigem weitere Quadraturformeln vom Grad  Die
zu den vorgegebenen St

utzstellen zugeh

origen Gewichte lauten
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  Ein Formeltripel vom Grad 
Aufbauend auf der MacLaurin Formel vom Grad  als Basisformel konstru 
ieren wir Quadraturformeln vom Grad  wie bekannt durch Streichen
von durch die Basisformel vorgegebenen St

utzstellen Wie

ublich fordert
man einen minimalen Koezienten des f

uhrenden Restgliedterms und erh

alt
mittels Taylorabgleich die zu den vorgegebenen St

utzstellen zugeh

origen Ge 
wichte
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  Ein Formeltripel vom Grad  
Hier legen wir nun die MacLaurin Formel vom Grad 
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zur Konstruktion weiterer Quadraturformeln vom Grad  bzw 	 zugrun 
de Unter der Forderung nach einem minimalen Koezienten im f

uhren 
den Restgliedterm bestimmen sich die zu den vorgegebenen St

utzstellen zu 
geh

origen Gewichte folgendermaen
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  SCHRITTWEITEN UND ORDNUNGSSTEUERUNG 
  Schrittweiten und Ordnungssteuerung
Die in 	 konstruierten Quadraturformeltripel haben gegen

uber den Formel 
paaren bei der adaptiven Quadratur den schon genannten Vorteil da nicht
nur eine Variation der Schrittweite sondern auch der Ordnung m

oglich ist
Dazu wird man das Tripel der Ordnung p
 
p

p


als zwei separate Formel 
paare der Ordnungen p
 
p

 und p

p


 betrachten wobei nach dem Prinzip
von DormandPrince 	 	 die Formel h

oherer Ordnung mageblich f

ur
die Rechnung und das Ergebnis ist
 Schrittweitensteuerung
Die

ubliche Vorgehensweise zur Schrittweitensteuerung in der Quadratur ist
einen Schritt mit der L

ange h mittels eines Formelpaares zu berechnen und
den Fehler als Dierenz der beiden erhaltenen N

aherungen zu betrachten
Bleibt dieser Fehler unter der vorgegebenen Schranke so f

ahrt man fort mit
der Schrittweite h bzw mit der doppelten Schrittweite h falls der Fehler
wesentlich kleiner als die geforderte Genauigkeit ist Anderenfalls wird der
ausgef

uhrte Schritt verworfen und mit halbierter Schrittweite
h

wiederholt
Damit wird nat

urlich keine R

ucksicht auf die Aufgabenstellung genommen
und die neue Schrittweite unabh

angig vom vorliegenden Problem bestimmt
Ad

aquater ist es problembezogen vorzugehen Wir verwenden im Folgen 
den das Quadraturformeltripel der Ordnung p
 
p

p


und rechnen oBdA
mit dem Formelpaar der Ordnung p
 
p

 p
 
 p

 p Dh magebliche
Formel im aktuellen Formelpaar ist die Formel der Ordnung p

 p Sei
bei Integration

uber das aktuelle Teilintervall I
 
die N

aherung f

ur den In 
tegralwert unter Verwendung der Quadraturformel der Ordnung p
 
 I

die
N

aherung f

ur den Integralwert unter Verwendung der Quadraturformel von
der Ordnung p

 Dann berechnet sich der lokale Fehler err wie in Kap  an 
gedeutet als err  jI

 I
 
j Desweiteren sei tol die vom Benutzer geforderte
Genauigkeit Vergleicht man nun den gemachten Fehler err mit der geforder 
ten Genauigkeit tol so kann man in Anlehnung an Hairer oder Deuhard
wie schon seit langem

ublich eine optimale Schrittweite wie folgt berechnen

h
n 
 h
n

tol
err


p
Vgl Hairer  S 	 Deuhard  S  Um eine gute Schrittwei 
tensteuerung zu erhalten mu man diese Formel allerdings noch modi 
zieren Man multipliziert die rechte Seite der Formel mit einem Sicher 
heitsfaktor zB fac       

p
oder  

p
Vgl Hairer 
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S 	 damit der Fehler im n

achsten Schritt mit hoher Wahrscheinlichkeit
akzeptabel bleibt Weiterhin mu verhindert werden da die Schrittweite zu
stark ansteigt bzw abf

allt Dazu f

uhrt man zwei weitere Sicherheitsfaktoren
facmax und facmin ein um die Schrittweite nach oben bzw nach unten zu
begrenzen Eine

ubliche Wahl f

ur facmax ist zum Beispiel 	   facmax  
Vgl Hairer  S 	 Damit berechnet sich die neue Schrittweite schlie 
lich als
h
neu
 h
alt
min

facmax max

facmin fac

tol
err


p

 
Es hat sich dabei als numerisch g

unstig erwiesen fac    facmax   
und facmin   	 zu w

ahlen Weiterhin ist zu beachten da die Integration
nicht

uber das Intervallende hinaus fortgef

uhrt wird Angenommen man
ist bei der Berechnung der N

aherung des Integrals I 
Z
b
a
fx dx nach
n erfolgreichen Schritten am Punkt a
end
 a
n
X
i 
h
i
 h
i
ist Schrittweite
im Schritt i angelangt und mit der f

ur den n

achsten Schritt berechneten
Schrittweite h
n 
gilt a
end
 h
n 
 a
n 
X
i 
h
i
 b so setzt man f

ur diesen
letzten Schritt h
n 
 h
end
 b  a
end
 Dh die Abschluschrittweite h
end
bestimmt sich als Dierenz zwischen dem Integrationsintervallende und dem
Endpunkt des letzten verwendeten Teilintervalls
 Ordnungssteuerung
Neben der Schrittweitensteuerung wollen wir nun zus

atzlich eine Ordnungs 
steuerung etablieren dabei wird sich unser Vorgehen haupts

achlich an Deu 
hard  bzw Hairer  orientieren Zur Auswahl einer optimalen Ordnung
ben

otigen wir ein Ma f

ur die zu leistende Arbeit Die Arbeit die im k 
ten Schritt geleistet werden mu ist im wesentlichen die Berechnung der in
den Quadraturformeln ben

otigten n
k
Funktionswerte an den vorgegebenen
St

utzstellen Allerdings kann eine groe Anzahl an Funktionsauswertungen
durch eine entsprechend groe Schrittweite kompensiert werden Daher ver 
wenden wir nach dem Vorbild von Hairer bzw Deuhard als Ma f

ur die
Arbeit
W
k

n
k
h
k
mit n
k
 Anzahl der Funktionsauswertungen und h
k
 Schrittweite im
Schritt Nummer k Vgl Deuhard  S Hairer  S
 QUADTRIP NCTRIP NCOPEN 
Ist nun p die Ordnung der mageblichen Formel des aktuellen Formelpaares
im k ten Schritt so bestimmt sich die Ordnung f

ur den nachfolgenden Schritt
folgendermaen

p
neu




p
 
falls W
k  
   W
k
p

falls W
k
   W
k  
p sonst
mit den angepaten zugeh

origen Schrittweiten
h 

h
neu
falls p
neu
 p
max
n
	   h
alt

n
k
n
k

 h
neu
o
falls p
neu
 p

 
und p
 
 p

ist die Ordnung der mageblichen Formel des n

achstniedrigeren
bzw n

achsth

oheren Formelpaares im Formeltripel Vgl Hairer  S
Da man aber im Formeltripel die Ordnung jeweils nur einmal erh

ohen bzw
erniedrigen also nur sehr eingeschr

ankt variieren kann ist vorgesehen da
man im Programmablauf nach vorhergehender Pr

ufung man verlangt zB
mehrmaliges aufeinanderfolgendes Fordern nach Ordnungserh

ohung bzw
Ordnungserniedrigung auch das Formeltripel wechseln kann Bei den nu 
merischen Tests hat es sich als g

unstig herausgestellt da man nach drei 
maliger Forderung nach Ordnungserh

ohung zum Tripel der n

achsth

oheren
Ordnung aufsteigt Ordungserniedrigung analog Damit steht dann das ge 
samte Spektrum der m

oglichen Ordnungen zur Verf

ugung Das Starttripel
wird dabei in Abh

angigkeit von der vom Benutzer geforderten Genauigkeit
tol bestimmt Ist die geforderte Genauigkeit tol  	
 
 so w

ahlt man als
Starttripel dasjenige welches als mittlere bzw untere Formel die Quadra 
turformel der Ordnung  enth

alt
 Die Quadraturroutinen QUADTRIP	 NCTRIP	
NCOPEN
QUADTRIP NCTRIP und NCOPEN sind global adaptive Quadraturrou 
tinen auf der Basis von Quadraturtripeln Die Routinen starten mit einem
Quadraturformelpaar der Ordnung p
 
p

 aus dem bedingt durch die Ge 
nauigkeitsforderung geeignet vorgegebenen Quadraturformeltripel der Ord 
nung p
 
p

p


 Ebenfalls vorgegebene ist die Startschrittweite h

 Vorein 
stellung h


b a	
 
 Auf jedem sodann durch die aktuelle Schrittweite
vorgegebenen Teilintervall wird das im vorhergehenden Schritt bestimmte
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Formelpaar der Ordnung p
 
p

 bzw p

p


 des aktuellen Formeltripels ver 
wendet Wird die vorgegebene Genauigkeit nicht erreicht so wird der Schritt
verworfen und mit neu berechneter Schrittweite wiederholt Verwendet man
das Formelpaar der Ordnung p

p


 und wird w

ahrend des Programmablaufs
eine Ordnungserh

ohung gefordert so steigt man wie vorher beschrieben zum
n

achsth

oheren Formeltripel auf Abstieg zum n

achstniedrigeren Formeltri 
pel analog Um ein

Uberschreiten des Integrationsintervalls zu verhindern
bestimmt sich die Abschluschrittweite h
end
 wie beschrieben als Dierenz
zwischen dem Integrationsintervallende und dem Endpunkt des letzten ver 
wendeten Teilintervalls Somit werden also sowohl Schrittweite als auch Ord 
nung dem vorliegenden Problem angepat
Die Routinen sind im einzelnen

QUADTRIP
Global adaptive Quadraturroutine auf Basis von Quadraturformeltripeln
aufbauend auf Runge Kutta Formelpaaren Vgl 			   		
NCTRIP
Global adaptive Quadraturroutine auf Basis von Quadraturtripeln aufbau 
end auf geschlossenen Newton Cotes Formeln Vgl 		   	
NCOPEN
Global adaptive Quadraturroutine auf Basis von Quadraturtripeln aufbau 
end auf oenen Newton Cotes Typ Formeln Vgl 		   	
QUADTRIP  NCTRIP  NCOPEN
Input 
Integrationsgrenzen a
start
 b
end
Genauigkeitsforderung tol
Integrand wird vom Benutzer als subroutine bereitgestellt	
Startschrittweite h optional default
b
end
a
start


	
max Schrittanzahl maxstep optional default  	
Auswahl des Quadraturformeltripels gem

a Beschreibung
Aufruf der Quadratursubroutine
Aufruf des aktuellen Quadraturformeltripels f

ur das aktuelle Integrationsintervall
Bestimmung der Integraln

aherung f

ur das aktuelle Teilin
tervall mittels des aktuellen Quadraturfomelpaares Wert
der Formel h

ohererOrdnung	 Berechnung des lokalen Feh
lers err	 und des Arbeitsaufwandes gem

a Beschreibung
Aufsummieren der Anzahl der Funktionsauswertungen
Test err  tol
nein
Integraln

aherungen und lokale Fehler aufsummieren
neue Schrittweite h
neu
gem

a Beschreibung
neue Schrittweite h
neu
gem

a Beschreibung
Schritt verwerfen neu
es Integrationsintervall
a b
neu
 mit
b
neu
 a h
neu

Uberpr

ufung der Ordnung und ggf Wechsel
des Quadraturtripels gem

a Beschreibung
neues Integrationsintervall a
neu
 b
neu
 mit
a
neu
 b
alt
und b
neu
 b
alt
 h
neu
Test b
neu
 b
end
ja
setze b
neu
 b
end
Test maximale Schrittanzahl erreicht
nein
Abbruch
Test Integrationsintervallende erreicht
Output 
Integraln

aherung result
gesch

atzter Fehler errges
Anzahl der Funktionsauswertungen nfkt
Anzahl der Integrationsschritte step
Anzahl der Schrittwiederholungen badstep
Fehlermeldung bei Abbruch
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Abbildung 	
 Die Quadraturroutinen QUADTRIP  NCTRIP  NCOPEN
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Numerische Auswertung
Mit Hilfe einiger Testbeispiele werden die in dieser Arbeit hergeleiteten Qua 
draturroutinen auf der Basis von Quadraturformeltripeln mit in Software 
bibliotheken enthaltenen bew

ahrten Verfahren verglichen Die Vergleichs 
verfahren stammen dabei aus der am Hochschulrechenzentrum der Justus 
Liebig Universit

at Giessen JLU Giessen installierten NAG Programm 
bibliothek The Numerical Algorithms Group Limited Mark 	 sowie
aus der Numerik Bibliothek des Lehrstuhls f

ur Numerische und Instrumen 
telle Mathematik der JLU Giessen Die Programme sind s

amtlich in FORT 
RAN in DOUBLE PRECISION geschrieben und auf dem Compute 
Server Justus Firma SGI Typ
 Power Challenge getestet worden Die
zugeh

origen Programmlisten stehen am Lehrstuhl f

ur Numerische und In 
strumentelle Mathematik der JLU Giessen Heinrich Bu Ring  
Giessen zur Verf

ugung

 VERGLEICHSROUTINEN 	
 Vergleichsroutinen aus der NAGLibrary und
der NumerikBibliothek des Lehrstuhls f

ur Nu
merische und Instrumentelle Mathematik der
JustusLiebigUniversit

at Giessen
 NAGRoutinen
D AHF
Global automatisches Quadraturverfahren nach Patterson  mit nach 
geschalteter Intervallhalbierung Es werden optimal erweiterte Quadratur 
formeln mit nachfolgender Anzahl an St

utzstellen und zugeordnetem Grad
verwendet
Anzahl der St

utzstellen   	 	  	 
zugeh

origer Grad  		    		 
Die Integration geht wie geschildert

uber das Gesamtintervall sind alle
Formeln ausgesch

opft dh ist der maximale Grad erreicht ohne die ge 
forderte Genauigkeit erreicht zu haben so wird eine Intervallunterteilung
durchgef

uhrt und die Integration auf jedem dieser Teilintervalle wiederholt
zus

atzlich wird w

ahrend der Rechnung gepr

uft ob beim

Ubergang zur For 
mel n

achsth

oheren Grades Konvergenz zu erwarten ist und in Abh

angigkeit
davon eine Intervallunterteilung evtl schon vor Erreichen der Formel maxi 
malen Grades durchgef

uhrt usw
Vgl Piessens ua  NAG Introductory Guide 
D ARF
Global automatisches Quadraturverfahren nach Patterson  Es werden
optimal erweiterte Quadraturformeln mit nachfolgender Anzahl an St

utz 
stellen und zugeordnetem Grad verwendet
Anzahl der St

utzstellen   	 	  	  		
zugeh

origer Grad  		    		  
 KAPITEL  NUMERISCHE AUSWERTUNG
Sind alle Formeln ausgesch

opft dh ist den maximalen Grad erreicht ohne
die geforderte Genauigkeit erreicht zu haben so bricht das Verfahren ab
Vgl Piessens ua  NAG Introductory Guide 
D AJF
Adaptives Quadraturverfahren nach Kronrod Man verwendet das Gau 
Kronrod 	
	 Punkt Quadraturformelpaar Ist die geforderte Genauigkeit
nach Integration

uber das Gesamtintervall noch nicht erreicht so wird ei 
ne Intervallhalbierung durchgef

uhrt das Formelpaar auf jedem Teilintervall
erneut angewandt Eine weitere Unterteilung erfolgt dann nur noch auf den 
jenigen Teilintervallen auf denen die geforderte Genauigkeit noch nicht er 
reicht wurde
Vgl Piessens ua  NAG Introductory Guide 
D AKF
Wie D	AJF allerdings verwendet man hier das Gau Kronrod 
	 Punkt
Quadraturformelpaar
Vgl Piessens ua  NAG Introductory Guide 
 Routinen der NumerikBibliothek des Lehrstuhls f

ur
Numerische und Instrumentelle Mathematik
ROMBRG
Klassische Richardson Romberg Quadratur
Vgl DavisRabinowitz  Engels 	 Stroud 	
TRAPEX
Global adaptives Quadraturverfahren nach Deuhard  	 Richardson 
Romberg Quadratur mit Schrittweiten und Ordnungssteuerung Auf jedem
durch die aktuelle Schrittweite vorgegebenen Teilintervall wird unter Ver 
wendung der Bulirsch Folge nach Richardson Romberg extrapoliert
  TESTBEISPIELE 
  Auswertung mit Hilfe von Testbeispielen
Da die entwickelten Quadraturroutinen den Anspruch auf Allgemeing

ultig 
keit erheben mu die Auswahl der Testfunktionen so gestaltet werden da
ein m

oglichst breites Spektrum an Eigenschaftstypen abdeckt wird auch
ist es zweckm

aig Integrale zu berechnen deren exakter Wert bekannt ist
um sp

ater die Qualit

at der N

aherungen einsch

atzen zu k

onnen Da in der
Vergangenheit schon viele Autoren entsprechende Tests durchgef

uhrt haben
Vgl Berntsen  Deuhard 	 Favati  Piessens  Robinson 
k

onnen wir auf den so entstandenen Fundus von Testfunktionen zur

uckgrei 
fen Die ausgew

ahlten Integranden kann man wie folgt beschreiben

a glatte Funktionen
b Funktionen die entweder selbst oder deren Ableitungen unstetig im
Integrationsintervall sind
c stark oszillierende Funktionen
d Funktionen mit einem oder mehreren scharfen peaks bzw einer Sin 
gularit

at im Integrationsintervall
Es ist an dieser Stelle anzumerken da es gerade die schwierigen Integran 
den b c und d sind die h

aug zB in der Physik auftreten So tau 
chen unstetige Integranden beispielsweise auf wenn man ein physikalisch 
technisches System in verschiedenen Bereichen mit unterschiedlichen Model 
len beschreibt die an den Nahtstellen nicht ganz zusammenpassen Bei Peak 
funktionenNadelimpulsen denke man zB an das Spektrum eines Sterns
dessen Gesamtstrahlung berechnet werden soll
Um nun die einzelnen Routinen m

oglichst zuverl

assig beurteilen zu k

onnen
sind Testreihen erstellt worden die nachfolgend in Form von Tabellen dar 
gestellt werden Angegeben werden bei jedem Beispiel der Integrand und ein
auf 	 Nachkommastellen exakter Wert des Integrals im gegebenen Integra 
tionsintervall a b Die Tabellen enthalten jeweils die zu einem bestimmten
Verfahren zugeh

orige Anzahl an Funktionsauswertungen f Werte sowie die
berechnete N

aherung des Integralwertes I zu verschiedenen vorgegebenen
Genauigkeitsforderungen tol Die mit dem exakten Integralwert

uberein 
stimmenden Ziern sind dabei durch Unterstreichung hervorgehoben Auf
eine Betrachtung der Rechenzeit wurde verzichtet da sie zu sehr von der
zugrundeliegenden Programmiertechnik der verwendeten Rechenanlage so 
wie deren Auslastung zum Zeitpunkt der Berechnung abh

angt Ein Anzei 
chen wie schnell oder langsam eine Routine ist kann man sicherlich aus der
 KAPITEL  NUMERISCHE AUSWERTUNG
Anzahl der von ihr ben

otigten Funktionsauswertungen ableiten Von den
Quadraturroutinen QUADTRIP NCTRIP und NCOPEN erwarten wir da
sie um ihrem general purpose Anspruch gerecht zu werden f

ur jeden Typ
von Testfunktion die geforderte Genauigkeit erreichen Desweiteren sollten
sie f

ur jede einzelne Testfunktion nur entsprechend viele Funktionsberech 
nungen verwenden wie die Vergleichsroutinen der NAG Library bzw der
Numeik Bibliothek im Allgemeinen aber eine Verminderung der Anzahl der
Funktionsauswertungen verwirklichen
Bemerkung
	 F

ur alle nachfolgenden Testbeispiele gilt bzgl der Routinen QUAD 
TRIP NCTRIP NCOPEN

Startschrittweite
 h

  	  
Maximale Anzahl an Integrationsschritten
 	  
 Bei der Quadraturroutine QUADTRIP ist das Tripel mit dem h

ochsten
Grad vomGrad  Wird bei hoher Genauigkeitsforderung tol mit
groer Schrittweite gerechnet so ist zu erwarten da die Anzahl der
verworfenen Integrationsschritte ansteigt und folglich mit einer h

oher 
en Anzahl an Funktionsauswertungen zu rechnen ist
 Rechnerspezische Werte

machine precision
 	 			 e
  
 
precision in decimal digits
 	  
  TESTBEISPIELE 
 Glatte Funktionen
Wie zu erwarten stellen glatte Funktionen f

ur die getesteten Routinen kein
Problem dar Es wird von allen Routinen mit Ausnahme von D	AJF
und D	AKF Bsp  tol  	
  
 die vorgegebene Genauigkeit erreicht
Da die NAG Routinen D	
 
 
 die Integration

uber das Gesamtintervall
ausf

uhren die Integranden glatt also problemlos zu integrieren sind zeigt
sich da sie nahezu ohne Intervallunterteilung auskommen wobei D	AHF
D	ARF an die geforderte Genauigkeit angepaten Formeln aus der Folge
der optimal erweiterten Quadraturformeln verwenden die Routinen D	AJF
und D	AKF das Problem haben da die von ihnen verwendeten Quadra 
turformeln schon mindestens 	 bzw 	 St

utzstellen ben

otigen was sich
insbesondere bei niedrigen geforderten Genauigkeiten nachteilig bemerkbar
macht Vgl Tab 	 Abb 	 Integriert man

uber l

angere Intervalle so
verschwindet dieser Nachteil Vgl Tab  W

ahrend die global adaptiven
Routinen  TRAPEX QUADTRIP NCTRIP NCOPEN  die Integrati 
on glatter Funktionen

uber kurze Intervalle ebenso souver

an und schnell
durchf

uhren wie die vorgenannten NAG Routinen Vgl Tab 	 zeigt sich
bei Integration

uber l

angere Intervalle mit wachsender Genauigkeitsforde 
rung ein im Vergleich zu den NAG Routinen starkes Anwachsen der Anzahl
der Funktionsauswertungen Vgl Tab  bis zu 	" mehr Funktions 
auswertungen bei tol  	
 
 ca 	" mehr Funktionsauswertungen bei
tol  	
  
 dies ist haupts

achlich darauf zur

uckzuf

uhren da mit Qua 
draturformeln hoher Ordnung gerechnet wird diese Ordnung f

ur glatte In 
tegranden nur unwesentlich variiert die Schrittweite f

ur jeden nachfolgen 
den Schritt aber nicht beliebig anwachsen kann Vgl 	 somit relativ
viele Integrationsschritte bis zum Erreichen des Intervallendes n

otig sind
Vgl Abb  Die Richardson Romberg Integration ROMBRG wurde
als klassisches Verfahren und aufgrund der Tatsache da es Basis der Routi 
ne TRAPEX ist als Vergleichsverfahren in die Tests mit einbezogen
W

ahrend es bei Integration

uber kurze Intervalle und bei niedrigen geforder 
ten Genauigkeiten durchaus konkurrenzf

ahig ist Vgl Tab 	 Tab 
erweist es sich bei Integration

uber l

angere Intervalle und hoher geforderter
Genauigkeit als nicht rentabel Vgl Tab   tol  	
  


uber 	" mehr
Funktionsauswertungen im Vergleich zu D	AJF Vorteil der global adap 
tiven Verfahren und der Routine ROMBRG ist da sie in allen F

allen die
geforderte Genauigkeit erreichen und nicht vorzeitig abbrechen Vgl Tab
 Insgesamt stellen die in dieser Arbeit konstruierten Quadraturroutinen
bei der Integration glatter Funktionen also durchaus eine Alternative zu den
NAG Routinen sowie zu ROMBRG und TRAPEX dar
 KAPITEL  NUMERISCHE AUSWERTUNG
Beispiel Nr 	 

fx  e
x
I 
Z
 

fx dx  	 	 	   
tol  

 

 

     fWerte
D AHF
            I
    fWerte
D ARF
            I
      fWerte
D AJF
            I
      fWerte
D AKF
            I
   fWerte
ROMBRG
  
          I
  
  fWerte
TRAPEX
            I
   fWerte
QUADTRIP
           I
     fWerte
NCTRIP
       
     I
    fWerte
NCOPEN
            I
Tabelle 	
 Anzahl der Funktionsauswertungen N

aherung des Integralwer 
tes markierte richtige Ziern bei vorgegebener Genauigkeitsforderung
  TESTBEISPIELE 
10^-5 10^-10 10^-14 tol
20
40
60
80
100
Fkt-Werte
D01AHF
D01AJF
D01AKF
D01ARF
ROMBRG
TRAPEX
NCTRIP
NCOPEN
QUADTRIP
Abbildung 	
 Geforderte Genauigkeit Anzahl der Funktionsauswertungen
Bsp 	
 KAPITEL  NUMERISCHE AUSWERTUNG
Beispiel Nr  

fx  coscosx   sinx   cos x   sin x   cos x
I 
Z

  

fx dx       	
tol  

 

 


 
   fWerte
D AHF


  

  

  I

 
   fWerte
D ARF


  

  

  I
    fWerte
D AJF 

 

 I
    fWerte
D AKF 


 

 I
    fWerte
ROMBRG

 
 

  I
   
   fWerte
TRAPEX

 
 

  I
  
   fWerte
QUADTRIP

 
  
 I
  
 fWerte
NCTRIP

 
 

  I
    
 fWerte
NCOPEN

 
 

  I
Tabelle 
 Anzahl der Funktionsauswertungen N

aherung des Integralwer 
tes markierte richtige Ziern bei vorgegebener Genauigkeitsforderung
0.5 1 1.5 2 2.5 3
x
11
12
13
14
15
order
0.5 1 1.5 2 2.5 3
x
0.025
0.05
0.075
0.1
0.125
0.15
0.175
0.2
stepsize
0.5 1 1.5 2 2.5 3
x
-1
-0.5
0.5
1
f(x)
Abbildung 
 Ordnung Schrittweite und Funktion Beispiel Nr 
geforderte Genauigkeit tol  	
  
NCTRIP
 KAPITEL  NUMERISCHE AUSWERTUNG
 Funktionen die entweder selbst oder deren Ableitun
gen Unstetigkeitsstellen enthalten
Betrachten wir zun

achst die Anzahl der Funktionsauswertungen Bei niedri 
ger und mittlerer Genauigkeitsforderung zeigen sich in fast allen F

allen die
in dieser Arbeit auf Basis von Quadraturformeltripeln konstruierten Rou 
tinen QUADTRIP NCTRIP und NCOPEN der Routine TRAPEX gleich 
wertig ROMBRG ist nur bei geringer Genauigkeit eine Alternative sonst
meist honungslos unterlegen sowie den NAG Routinen

uberlegen For 
dert man h

ohere Endgenauigkeit tol  	
  


andert sich dieses Verhalten
zun

achst TRAPEX versagt zumeist und man bemerkt Vorteile auf Seiten
der NAG Routinen D	AHF und D	AJF Allerdings treten diese Vortei 
le nur dann auf wenn die Unstetigkeitsstelle in der Intervallmitte bzw so
im Intervall positioniert ist da sie sich nach einer respektive wenigen In 
tervallunterteilungen auf dem Rand zweier erhaltener benachbarter Teil 
intervalle bendet Vgl Tabellen     Abbildungen  
  Der Umstand den obige NAG Routinen ausnutzen ist da sie
Gau Kronrod Formelpaare bzw optimal erweiterte Formeln auf Basis der
 Punkt Gau Formel verwenden Somit ist eine H

aufung der St

utzstellen
zum Rand dh zur Problemstelle hin zu beobachten wobei die Unstetigkeits 
stelle selbst nicht unter den Knoten zu nden ist Verschiebt man das Inte 
grationsintervall nun etwa um    	 nach rechts so wird vorgenannter
Vorteil zerst

ort und man erh

alt sofort da unsere auf Quadraturformeltri 
peln beruhenden Routinen s

amtliche NAG Routinen bei allen geforderten
Genauigkeiten

ubertreen Man beobachtet eine Verringerung der Anzahl
der Funktionsauswertungen von ca " bis " in Einzelf

allen sogar von
" Vgl Tabellen    Abbildungen    Gut zu erkennen
ist die Wirkung der Schrittweiten  und Ordnungssteuerung So nimmt die
Schrittweite zunehmend ab dh die Integrationsintervalle werden kleiner je
mehr man sich der Problemstelle hier Unstetigkeit n

ahert und ebenso wie 
der zu wenn man diese

uberschritten hat und sich von ihr entfernt Analog
zu klassischen adaptiven Quadratur werden also in der N

ahe der Problem 
stelle viele kleine Teilintervalle ausgewertet Bedingt durch die Reduktion
der Schrittweite beobachtet man nun aber zus

atzlich eine Verminderung der
Ordnung was dazu f

uhrt da die Anzahl der Funktionsauswertungen nicht
ins Unermeliche steigt Vgl Abbildungen     Mit der in
dieser Arbeit verwendeten Schrittweiten  und Ordnungssteuerung erreicht
man also den gew

unschten Eekt da sich sowohl Schrittweite als auch
Ordnung dem Funktionenverlauf anpassen dh die Routinen QUADTRIP
NCTRIP NCOPEN problembezogen arbeiten Vgl  In Bezug auf die
  TESTBEISPIELE 	
geforderten Genauigkeiten bemerkt man da diese bis auf einen Fall von den
soeben genannten Routinen erreicht werden Lediglich NCTRIP l

auft sich
an der Unstetigkeitsstelle fest und bricht mit Erreichen der vorgegebenen
maximalen Anzahl an Integrationsschritten mit einer Fehlermeldung mit
Angabe des Teilintervallendpunktes ab Vgl Tab  Tab  Im Ge 
gensatz dazu zeigen sich von den Vergleichsroutinen nur D	AHF D	AJF
und D	AKF verl

alich D	ARF versagt dagegen h

aug schon bei gefor 
derter Genauigkeit von tol  	
 
Vgl Tabellen      was
daran liegt da bei dieser Routine keine Intervallunterteilung vorgesehen ist
und selbst die hohe Anzahl der verwendeten St

utzstellen bzw die dadurch
bedingte hohe Ordnung der Quadraturformel nicht ausreichend ist die Vor 
gabe zu erf

ullen D	ARF wie

ubrigens alle betrachteten NAG Routinen
gibt dabei jeweils die Fehlermeldung aus da die gew

unschte Genauigkeit
nicht erreicht werden konnte Bei den anderen NAG Routinen kommt dann
wie schon in 	 geschehen zus

atzlich hinzu da keine weiteren Intervall 
unterteilungen mehr durchgef

uhrt werden k

onnen Maximalwert erreicht
Bei hoher geforderter Genauigkeit versagen schlielich die Routinen
D	ARF TRAPEX einzige Ausnahme vgl Bsp Nr  und ROMBRG
g

anzlich TRAPEX und ROMBRG brechen in diesem Fall ab da die vor 
gegebene max Anzahl an Integrationsschritten bzw an Funktionsauswer 
tungen erreicht wird Kommen wir abschlieend nochmals zu den in die 
ser Arbeit vorgestellten Routinen zur

uck Insgesamt ist festzuhalten da es
f

ur einen Benutzer der Funktionen die selbst oder deren Ableitungen ei 
ne Unstetigkeitsstelle besitzen integrieren will vorteilhaft ist die Routinen
QUADTRIP NCTRIP oder NCOPEN zu verwenden Diese werden in al 
ler Regel das erw

unschte Ergebnis garantieren Desweiteren werden sie bei
niedrigen und mittleren geforderten Genauigkeiten durchweg mit weniger
im Einzelfall h

ochstens vergleichbar vielen Funktionsauswertungen auskom 
men Diese Eigenschaft wird wohl auch in den meisten F

allen bei hohen
geforderten Genauigkeiten erf

ullt sein denn das Auftreten einer Unstetig 
keit in der Teil  Intervallmitte und die damit verbundene Beg

unstigung
der NAG Routinen mit Ausnahme von D	ARF ist sicher nicht als Stan 
dardfall anzusehen
 KAPITEL  NUMERISCHE AUSWERTUNG
Beispiel Nr  

fx  exp
jx 

 
j
I 
Z
 
  
fx dx  	 	    
tol  

 

 


    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
 fWerte
D ARF  
   I
      fWerte
D AJF
  


   


   


 I

 
 
 fWerte
D AKF
  



   



   



 I


   
 fWerte
ROMBRG
      
    


 I
    fWerte
TRAPEX 
     I

    
 fWerte
QUADTRIP
         

 I
    
 fWerte
NCTRIP
       


 I

      fWerte
NCOPEN
 
       

 I
Tabelle 
 Anzahl der Funktionsauswertungen N

aherung des Integralwer 
tes markierte richtige Ziern bei vorgegebener Genauigkeitsforderung
-0.5 0 0.5 1
x
8
10
12
14
order
-0.5 0 0.5 1
x
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
stepsize
-0.5 0 0.5 1
x
5
10
15
20
f(x)
Abbildung 
 Ordnung Schrittweite und Funktion Beispiel Nr 
geforderte Genauigkeit tol  	
  
NCTRIP
 KAPITEL  NUMERISCHE AUSWERTUNG
Beispiel Nr  

fx 
p
jxj
I 
Z
 
  
fx dx  	     
tol  

 

 



  
   fWerte
D AHF
 




  














  














 I
   fWerte
D ARF  
 


 I

  
 
 fWerte
D AJF
 




  













  













 I
 
     fWerte
D AKF
 





  








  














 I
   
 fWerte
ROMBRG 
 


  




 I

   fWerte
TRAPEX 
 

   





 I

    fWerte
QUADTRIP
 
  




  











 I
  fWerte
NCTRIP 
 

  


 I


  
   fWerte
NCOPEN
 




  



   











  I
Tabelle 
 Anzahl der Funktionsauswertungen N

aherung des Integralwer 
tes markierte richtige Ziern bei vorgegebener Genauigkeitsforderung
-0.5 0 0.5 1
x
11
12
13
14
15
order
-0.5 0 0.5 1
x
0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
stepsize
-0.5 0 0.5 1
x
0.2
0.4
0.6
0.8
1
f(x)
Abbildung 
 Ordnung Schrittweite und Funktion Beispiel Nr 
geforderte Genauigkeit tol  	
  
NCOPEN
 KAPITEL  NUMERISCHE AUSWERTUNG
Beispiel Nr a 

fx 
p
jxj
I 
Z
  
 
fx dx  	     
tol  

 

 


    

 fWerte
D AHF
 




   





  








 I
  fWerte
D ARF  
 


 I
      fWerte
D AJF
 


  







  







 I
 
  
 
 fWerte
D AKF
 


  





  








 I


 
 max Anz	 fWerte
ROMBRG 
 

  






 I
   fWerte
TRAPEX 
 

  




 I

       fWerte
QUADTRIP
 

  



  







 I
   fWerte
NCTRIP 
 

  



 I

  
   fWerte
NCOPEN
 

  



  







 I
Tabelle 
 Anzahl der Funktionsauswertungen N

aherung des Integralwer 
tes markierte richtige Ziern bei vorgegebener Genauigkeitsforderung
  TESTBEISPIELE 
10^-5 10^-10 10^-14 tol
250
500
750
1000
1250
1500
1750
2000
Fkt-Werte
D01AHF
D01AJF
D01AKF
D01ARF
ROMBRG
TRAPEX
NCTRIP
NCOPEN
QUADTRIP
Abbildung 
 Geforderte Genauigkeit Anzahl der Funktionsauswertungen
Bsp a
 KAPITEL  NUMERISCHE AUSWERTUNG
Beispiel Nr  

fx  jxj

 
I 
Z
 
  
fx dx   
tol  

 

 


  
 
 fWerte
D AHF
     
 I

    fWerte
D ARF 
   I

   
 fWerte
D AJF

   I
 
  
  
 fWerte
D AKF
   I
   
 max Anz	 fWerte
ROMBRG
    I


 
  fWerte
TRAPEX
    I
   fWerte
QUADTRIP
    I

   fWerte
NCTRIP
    I
     fWerte
NCOPEN
   
 I
Tabelle 
 Anzahl der Funktionsauswertungen N

aherung des Integralwer 
tes markierte richtige Ziern bei vorgegebener Genauigkeitsforderung
-0.5 0 0.5 1
x
9
10
11
12
13
14
15
order
-0.5 0 0.5 1
x
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
stepsize
-0.5 0 0.5 1
x
0.2
0.4
0.6
0.8
1
f(x)
Abbildung 
 Ordnung Schrittweite und Funktion Beispiel Nr 
geforderte Genauigkeit tol  	
  
NCTRIP
 KAPITEL  NUMERISCHE AUSWERTUNG
Beispiel Nr a 

fx  jxj

 
I 
Z
  
 
fx dx    	   
tol  

 

 


    
 fWerte
D AHF
   
   I

     fWerte
D ARF 
    I

 
  
 fWerte
D AJF
 
      I
 
  
    fWerte
D AKF
      I
   
 max Anz	 fWerte
ROMBRG
     I


 
 fWerte
TRAPEX 
   I
 
  fWerte
QUADTRIP
       I
   fWerte
NCTRIP
      I
    fWerte
NCOPEN
     
 I
Tabelle 
 Anzahl der Funktionsauswertungen N

aherung des Integralwer 
tes markierte richtige Ziern bei vorgegebener Genauigkeitsforderung
  TESTBEISPIELE 	
10^-5 10^-10 10^-14 tol
250
500
750
1000
1250
1500
1750
2000
Fkt-Werte
D01AHF
D01AJF
D01AKF
D01ARF
ROMBRG
TRAPEX
NCTRIP
NCOPEN
QUADTRIP
Abbildung 
 Geforderte Genauigkeit Anzahl der Funktionsauswertungen
Bsp a
 KAPITEL  NUMERISCHE AUSWERTUNG
Beispiel Nr  

fx 
q
jx
 

j
I 
Z
 
  
fx dx  	   		  	
tol  

 

 


 
    fWerte
D AHF
     
   
   I
  fWerte
D ARF  
  I
     fWerte
D AJF
 
   
     
   I

  
 
 fWerte
D AKF
    
   
   I
   
 fWerte
ROMBRG 
     I


   fWerte
TRAPEX 
      I

   
 fWerte
QUADTRIP
 
  
   
  I
  
   fWerte
NCTRIP
       
   I
       fWerte
NCOPEN
    
   
  
 I
Tabelle 
 Anzahl der Funktionsauswertungen N

aherung des Integralwer 
tes markierte richtige Ziern bei vorgegebener Genauigkeitsforderung
-0.5 0 0.5 1
x
2
4
6
8
10
12
14
order
-0.5 0 0.5 1
x
0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
0.3
0.35
0.4
stepsize
-0.5 0 0.5 1
x
0.2
0.4
0.6
0.8
1
1.2
f(x)
Abbildung 
 Ordnung Schrittweite und Funktion Beispiel Nr 
geforderte Genauigkeit tol  	
  
NCTRIP
 KAPITEL  NUMERISCHE AUSWERTUNG
Beispiel Nr a 

fx 
q
jx
 

j
I 
Z
  
 
fx dx  	     
tol  

 

 

   
  

 fWerte
D AHF
   
  
 I

 fWerte
D ARF  
  I
      fWerte
D AJF
   
  
 I
  
 
 fWerte
D AKF
   
  
 I


 
 max Anz	 fWerte
ROMBRG 
     I

     fWerte
TRAPEX 
    I

 
    fWerte
QUADTRIP
 
     
 I
  
   fWerte
NCTRIP
      


 I
      fWerte
NCOPEN
     
 I
Tabelle 
 Anzahl der Funktionsauswertungen N

aherung des Integralwer 
tes markierte richtige Ziern bei vorgegebener Genauigkeitsforderung
  TESTBEISPIELE 
10^-5 10^-10 10^-14 tol
250
500
750
1000
1250
1500
1750
2000
Fkt-Werte
D01AHF
D01AJF
D01AKF
D01ARF
ROMBRG
TRAPEX
NCTRIP
NCOPEN
QUADTRIP
Abbildung 
 Geforderte Genauigkeit Anzahl der Funktionsauswertungen
Bsp a
 KAPITEL  NUMERISCHE AUSWERTUNG
  Stark oszillierende Funktionen
Ebenso wie bei den glatten Funktionen stellen stark oszillierende Funk 
tionen f

ur s

amtliche Routinen kein Problem dar Ohne Ausnahme wird
jeweils die geforderte Genauigkeit erreicht Zeigen sich die in dieser Ar 
beit vorgestellten global adaptiven Routinen QUADTRIP NCTRIP und
NCOPEN bei geringen tol  	
 

 und mittleren Genauigkeitsforderun 
gen tol  	
 
 im Vorteil und bieten eine Einsparung von bis zu "
bzw " der Funktionsauswertungen so

andert sich dieses Bild bei ho 
hen Genauigkeitsforderungen tol  	
  
 Hier zeigen sich die NAG 
Vergleichsroutinen als die eindeutig St

arkeren Ausnahme
 D	AJF vgl
Tab 	 Sie bieten Einsparungen von " in Einzelf

allen sogar bis zu
" der Funktionsauswertungen gegen

uber den vorgenannten Verfahren
Vgl Tab 	 Tab 		 Abb 		 QUADTRIP ausgenommen siehe
 Bem  Erkl

aren l

at sich dieses Verhalten dadurch da wie bei den
glatten Funktionen auch bei Behandlung stark oszillierender Funktionen nur
eine unwesentliche Variation der Ordnung aber ein der Oszillation angepa 
tes Schrittweitenverhalten zu beobachten ist Dies f

uhrt dazu da bei ho 
hen Genauigkeitsforderungen in den Bereichen starker Oszillation mit gerin 
gen Schrittweiten aber hoher Anzahl an Funktionsauswertungen gearbeitet
wird Vgl Abb 	 Abb 	 Quadraturformeln hoher Ordnung nden
zwar auch bei den NAG Routinen Verwendung dort aber zur Integralwert 
berechnung

uber das Gesamtintervall Keine bzw nur eine untergeordne 
te Rolle spielen ROMBRG und TRAPEX Diese beiden Routinen erf

ullen
zwar die vorgegebenen Genauigkeitsforderungen ben

otigen aber in aller Re 
gel mehr Funktionsauswertungen als die im vorangegangenen betrachteten
NAG Routinen und global adaptiven Verfahren Vgl Tab 	 Tab 		
Einem Benutzer der nur an geringen bis mittleren Genauigkeiten interessiert
ist ist somit die Verwendung unserer global adaptiven Routinen nahezule 
gen bei ausschlielichem Interesse an hoher Rechengenauigkeit aber davon
abzuraten Insgesamt betrachtet sind die Routinen QUADTRIP NCTRIP
und NCOPEN durchaus konkurenzf

ahig mit den etablierten Verfahren und
somit f

ur Anwender sicherlich eine Alternative
  TESTBEISPIELE 
Beispiel Nr  

fx  x

sin	 x
I 
Z
 
  
fx dx   	    
tol  

 

 


  

 fWerte
D AHF
     

   

 I
     fWerte
D ARF
  

   

   

 I

     fWerte
D AJF
  

   

   

 I
   fWerte
D AKF
  
   
   
 I


    
 fWerte
ROMBRG
       

 I


 
    fWerte
TRAPEX
  
       

 I
 
 
  fWerte
QUADTRIP
        
 I
 
  fWerte
NCTRIP
        

 I
   
   fWerte
NCOPEN
     
   

 I
Tabelle 	
 Anzahl der Funktionsauswertungen N

aherung des Integral 
wertes markierte richtige Ziern bei vorgegebener Genauigkeitsforderung
-0.5 0 0.5 1
x
11
12
13
14
15
order
-0.5 0 0.5 1
x
0.02
0.04
0.06
0.08
0.1
stepsize
-0.5 0 0.5 1
x
-1
-0.5
0.5
1
f(x)
Abbildung 	
 Ordnung Schrittweite und Funktion Beispiel Nr 
geforderte Genauigkeit tol  	
  
NCTRIP
  TESTBEISPIELE 
10^-5 10^-10 10^-14 tol
250
500
750
1000
1250
1500
1750
2000
FKT-Werte
D01AHF
D01AJF
D01AKF
D01ARF
ROMBRG
TRAPEX
NCTRIP
NCOPEN
QUADTRIP
Abbildung 		
 Geforderte Genauigkeit Anzahl der Funktionsauswertun 
gen Bsp 
	 KAPITEL  NUMERISCHE AUSWERTUNG
Beispiel Nr  

fx  e
x
sine
x

I 
Z


fx dx   	    
tol  

 

 

   
 
 fWerte
D AHF
     
 I
     fWerte
D ARF
 
   
   
 I
  
 
 fWerte
D AJF
 
 
  
 
  
 
 I
 
  
  
 fWerte
D AKF
 
  
  
 I
    
 fWerte
ROMBRG
 
  
   

 I

 
 
  fWerte
TRAPEX
     
 I
   fWerte
QUADTRIP
   
  
 I
    
 fWerte
NCTRIP
   
  

  I
  
    fWerte
NCOPEN
 
  
  
 I
Tabelle 		
 Anzahl der Funktionsauswertungen N

aherung des Integral 
wertes markierte richtige Ziern bei vorgegebener Genauigkeitsforderung
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
x
11
12
13
14
15
order
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
x
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
stepsize
1 2 3 4
x
-40
-20
20
40
f(x)
Abbildung 	
 Ordnung Schrittweite und Funktion Beispiel Nr 
geforderte Genauigkeit tol  	
  
NCTRIP
	 KAPITEL  NUMERISCHE AUSWERTUNG
 Peakfunktionen	 Funktionen mit Singularit

at
Peak  bzw Nadelfunktionen oder Funktionen mit Sinularit

aten sind seit je 
her als Testobjekte f

ur Quadraturverfahren beliebt Sie nehmen daher in
unserer numerischen Auswertung wie auch die Funktionen mit Unstetig 
keitsstellen in der Funktion selbst oder einer ihrer Ableitungen vgl 
einen etwas breiteren Raum ein Auch hier wollen wir die Anzahl der Funk 
tionsauswertungen und die jeweils erreichte Genauigkeit vergleichen Be 
trachten wir in diesem Abschnitt zuerst die erreichten Genauigkeiten An
erster Stelle sei das Versagen der NAG Routine D	ARF f

ur alle Testbei 
spiele f

ur alle selbst der geringen Genauigkeitsforderung tol  	
 

 an 
gef

uhrt Die Routine ROMBRG versagt wie schon in  in den meisten
F

allen bei hoher geforderter Genauigkeit tol  	
  
 aufgrund des Er 
reichens der vorgegebenen maximalen Anzahl an Funktionsauswertungen
Sie erreicht daher die Vorgabe nicht Nehmen wir nun zun

achst Beispiel
Nr 	 aus der Betrachtung heraus Dann erreichen von den restlichen Ver 
fahren sowohl QUADTRIP NCTRIP NCOPEN und TRAPEX als auch
D	AHF D	AJF und D	AKF alle geforderten Genauigkeiten Vgl Ta 
bellen 	 	 	 und 	 mit Ausnahme von TRAPEX und QUADT 
RIP bei tol  	
  
in Beispiel Nr 	 Vgl Tab 	 Beide Routi 
nen laufen sich an der Problemstelle fest und brechen nach

Uberschreiten
der vorgegebenen max Anzahl an Integrationsschritten ab QUADTRIP
analog NCTRIP Vgl  mit einer Fehlermeldung Insgesamt scheinen
Peak  bzw Nadelfunktionen ia kein Problem f

ur die gegesteten Verfah 
ren auer D	ARF und ROMBRG darzustellen Doch dieser Schein tr

ugt
Variieren wir dazu jetzt im Beispiel Nr 	 die Breite der PeaksNadeln
Vgl Abb 	 Es zeigt sich da falls eine Nadel schmal genug ist diese
von den NAG Routinen nicht mehr erkannt wird und daraus resultierend
ohne Fehlermeldung ein falsches Resultat geliefert wird Vgl Tab 	
Aufgrund der adaptiven Schrittweiten  und Ordnungssteuerung womit ei 
ne problemangepate Arbeitsweise erm

oglicht wird Vgl Abbildungen 	
	 und 	 sind die Verfahren QUADTRIP NCTRIP NCOPEN und
ebenso TRAPEX in der Lage alle Nadelspitzen zu erkennen und haben so 
mit den entscheidenden Vorteil gegen

uber den NAG Routinen D	
 
 
 
Denn in der Praxis wird die Lage und die Breite eines Peaks einem Be 
nutzer in aller Regel nicht bekannt sein so da er darauf vertrauen mu
da diese Problemstellen von der von ihm verwendeten Quadraturroutine
erkannt wird In Bezug auf die Anzahl der Funktionsauswertungen erwar 
ten wir wiederum Vorteile der NAG Routinen D	AHF und D	AJF bei
hoher geforderter Genauigkeit wenn die Lage des PeaksSingularit

at ana 
  TESTBEISPIELE 	
log  f

ur diese Verfahren g

unstig ist Vgl Abbildungen 	 	 und
	 Diese Erwartung best

atigt sich Vgl Tabellen 	 	 und 	
So ndet man zun

achst zwischen " und " weniger Funktionsauswer 
tungen bei niedriger geforderter Genauigkeit tol  	
 

 bei QUADTRIP
NCTRIP NCOPEN und TRAPEX Sind sie bei mittleren Genauigkeiten
tol  	
 
 vom Arbeitsaufwand her noch gleichwertig so liegen die Vor 
teile von D	AHF und D	AJF eindeutig bei hoher Genauigkeitsforderung
tol  	
  
 Etwa " der Funktionsauswertungen werden durchschnitt 
lich eingespart QUADTRIP sei hierbei nach  Bemerkung  vom Ver 
gleich ausgeschlossen Ist die Lage der Peaks f

ur diese beiden Routinen
aber nicht mehr so vorteilhaft so zeigen sich die in dieser Arbeit hergeleite 
ten Verfahren sofort als konkurrenzf

ahig und ben

otigen wie auch TRAPEX
von " tol  	
 

 bis " tol  	
  
 weniger Funktionsauswertungen
Vgl Abb 	 D	AKF stellt sich von den NAG Routinen als diejenige
heraus die zwar die vorgegebenen Genauigkeiten wie schon erw

ahnt er 
reicht sich aber in Bezug auf die Anzahl der Funktionsauswertungen mit
keiner der oben erw

ahnten Routinen messen kann Bis zu " mehr Aus 
wertungen im Vergleich zu NCTRIP oder NCOPEN sind zu beobachten
Vgl Tab 	 ROMBRG bricht wie schon beschrieben meist vorzeitig
wegen

Uberschreiten der vorgegebenen max Anzahl an Funktionsauswer 
tungen ab und ist somit verst

andlicherweise kaum eine Alternative zu den
restlichen Verfahren Insgesamt ist also festzustellen da im allgemeinen
Fall dh wenn

uber die Lage und Breite von Peaks nichts bekannt ist
es ratsam erscheint die Routinen QUADTRIP NCTRIP NCOPEN und
TRAPEX anzuwenden Sie garantieren wie schon in  das gew

unschte
Ergebnis Dabei ben

otigen sie bei niedrigen und mittleren Genauigkeitsfor 
derungen durchweg und in vielen F

allen auch bei hohen geforderten Genau 
igkeiten weniger Funktionsauswertungen als die NAG Vergleichsroutinen
f

ur die auch hier g

unstig gelegene Peaks die Ausnahme sein werden
	 KAPITEL  NUMERISCHE AUSWERTUNG
Beispiel Nr  

fx 
p
 e
   
  x
 
I 
Z
 

fx dx     		 	 	
tol  

 

 

   fWerte
D AHF
               I
fWerte
D ARF   
I

  
  
  fWerte
D AJF
               I
 
 
  fWerte
D AKF
            I
    
 fWerte
ROMBRG

         I
      fWerte
TRAPEX

       I

   

 fWerte
QUADTRIP
        I
    fWerte
NCTRIP
        I
    fWerte
NCOPEN
      I
Tabelle 	
 Anzahl der Funktionsauswertungen N

aherung des Integral 
wertes markierte richtige Ziern bei vorgegebener Genauigkeitsforderung
2 4 6 8 10
x
11
12
13
14
15
order
2 4 6 8 10
x
1
2
3
4
5
6
7
8
stepsize
2 4 6 8 10
x
0.01
f(x)
Abbildung 	
 Ordnung Schrittweite und Funktion Beispiel Nr 
geforderte Genauigkeit tol  	
  
NCTRIP
	 KAPITEL  NUMERISCHE AUSWERTUNG
10^-5 10^-10 10^-14 tol
100
200
300
400
500
Fkt-Werte
D01AHF
D01AJF
D01AKF
D01ARF
ROMBRG
TRAPEX
NCTRIP
NCOPEN
QUADTRIP
Abbildung 	
 Geforderte Genauigkeit Anzahl der Funktionsauswertun 
gen Bsp 
  TESTBEISPIELE 	
Beispiel Nr 	 

fx 

ln

	
  

f ur jxj  	
  
ln jxj sonst
I 
Z
 
  
fx dx  	     
tol  

 

 

       fWerte
D AHF
         I
fWerte
D ARF   
I

 
 
 fWerte
D AJF
       I
    fWerte
D AKF
         I

 max Anz	 
 max Anz	 fWerte
ROMBRG 
    I
   fWerte
TRAPEX 
    
 I
 
 fWerte
QUADTRIP 
        I
   

 
 fWerte
NCTRIP
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        I
   fWerte
NCOPEN
      
    I
Tabelle 	
 Anzahl der Funktionsauswertungen N

aherung des Integral 
wertes markierte richtige Ziern bei vorgegebener Genauigkeitsforderung
-0.5 0 0.5 1
x
2
4
6
8
10
12
14
order
-0.5 0 0.5 1
x
0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
0.3
0.35
0.4
stepsize
-0.5 0 0.5 1
x
-7
-6
-5
-4
-3
-2
-1
1
f(x)
Abbildung 	
 Ordnung Schrittweite und Funktion Beispiel Nr 	
geforderte Genauigkeit tol  	
  
NCTRIP
  TESTBEISPIELE 	
Beispiel Nr 		 

fx 
 

x  	
 
 

I 
Z

 
fx dx   	    		
tol  
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
 

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  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
  I
fWerte
D ARF   
I
 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
   I
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
  I
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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 I
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 I
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

 I
  
   fWerte
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
 
 I
 
   fWerte
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 
 
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 
 
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 I
Tabelle 	
 Anzahl der Funktionsauswertungen N

aherung des Integral 
wertes markierte richtige Ziern bei vorgegebener Genauigkeitsforderung
1.2 1.4 1.6 1.8 2
x
9
10
11
12
13
14
15
order
1.2 1.4 1.6 1.8 2
x
0.05
0.1
0.15
stepsize
1.2 1.4 1.6 1.8 2
x
200
400
600
800
f(x)
Abbildung 	
 Ordnung Schrittweite und Funktion Beispiel Nr 		
geforderte Genauigkeit tol  	
  
NCTRIP
  TESTBEISPIELE 			
Beispiel Nr 	 

fx 
 

x  	
 
 


 

x  	
 
 

I 
Z

 
fx dx     	 	 
tol  

 

 

       fWerte
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 

 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
 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 I
fWerte
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  
   fWerte
D AJF
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
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
  
 I
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  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
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
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 
  
 I
 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 max Anz	 fWerte
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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
  I

    

 fWerte
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  
   I

  
  fWerte
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  
  
 I


     fWerte
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   
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 
 I

  
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 fWerte
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
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 
 I
Tabelle 	
 Anzahl der Funktionsauswertungen N

aherung des Integral 
wertes markierte richtige Ziern bei vorgegebener Genauigkeitsforderung
1.2 1.4 1.6 1.8 2
x
8
10
12
14
order
1.2 1.4 1.6 1.8 2
x
0.025
0.05
0.075
0.1
stepsize
1.2 1.4 1.6 1.8 2
x
200
400
600
800
f(x)
Abbildung 	
 Ordnung Schrittweite und Funktion Beispiel Nr 	
geforderte Genauigkeit tol  	
  
NCTRIP
  TESTBEISPIELE 		
Beispiel Nr 	 

fx 

 
cosh x 	




 
cosh x 	




 
cosh x 	


I 
Z
 

fx dx   	    
tol  

 

 

   
 
 fWerte
D AHF
   I
   fWerte
D ARF  
 I

  
  fWerte
D AJF
   I
    fWerte
D AKF
   I
   
 
 max Anz	 fWerte
ROMBRG
   

  
 I

     fWerte
TRAPEX
    

 I
      fWerte
QUADTRIP
    
 I
  
  fWerte
NCTRIP
   
 I
  
  fWerte
NCOPEN
    
 I
Tabelle 	
 Anzahl der Funktionsauswertungen N

aherung des Integral 
wertes markierte richtige Ziern bei vorgegebener Genauigkeitsforderung
0.2 0.4 0.6 0.8 1
x
11
12
13
14
15
order
0.2 0.4 0.6 0.8 1
x
0.05
0.1
0.15
0.2
stepsize
0.2 0.4 0.6 0.8 1
x
0.2
0.4
0.6
0.8
1
f(x)
Abbildung 	
 Ordnung Schrittweite und Funktion Beispiel Nr 	
geforderte Genauigkeit tol  	
  
NCTRIP
 SCHLUSSBEMERKUNGEN UND AUSBLICK 		
 Schlu
bemerkungen und Ausblick
Betrachten wir die Gesamtheit der in den vorangegangenen 	 Beispielen
vorgestellten Integranden so bemerkt man da von allen verwendeten Ver 
fahren einzig die Routinen QUADTRIP NCTRIP und NCOPEN das Er 
reichen der vorgegebenen Genauigkeit garantieren Da im Falle eines vorzei 
tigen Abbruchs eine Fehlermeldung im Gegensatz zu den NAG Routinen
mit Angabe des Endpunktes des aktuellen Teilintervalls samt des bis zu
diesem Punkt berechneten Integralwertes ausgegeben wird kann ein Be 
nutzer eine Intervallunterteilung an der so lokalisierten Problemstelle vor 
nehmen und erneut die Routinen f

ur das verbliebene Teilintervall starten
Somit stellen die wenigen Abbruchf

alle Vgl Tabellen   und 	 kei 
ne wirkliche Einschr

ankung der soeben gemachten Aussage dar Man kann
nun anf

uhren da andere Verfahren existieren die speziell auf Probleme
wie Unstetigkeitsstellen starke Oszillation oder PeaksNadeln zugeschnit 
ten sind Bei ihnen hat der Benutzer unter Kenntnis der Problemstellen
die M

oglichkeit diese vorweg der Routine mitzuteilen Annahme war aber
gerade die Unkenntnis des Benutzers

uber Lage und Art der Problemstelle
und Aufgabe der jeweils verwendeten Routine diese selbstst

andig zu erken 
nen und entsprechend zB durch Anh

aufung von St

utzstellen oder falls
alle vorgesehenen Manahmen versagen durch Abbruch mit Fehlermeldung
zu reagieren Es werden also im Gegensatz zu den in vielen komerziellen
Programmpaketen implementierten Vergleichsverfahren nur die in dieser
Arbeit konstruierten Routinen dem general purpose Anspruch gerecht und
erweisen sich daher als die Besseren Auch im Vergleich der Anzahl der Funk 
tionsauswertungen sind die Routinen QUADTRIP NCTRIP und NCOPEN
in allen Beispielen den Vergleichsroutinen bei niedrigen tol  	
 

 und
mittleren Genauigkeiten tol  	
 


uberlegen oder im Fall TRAPEX
zumindest ebenb

urtig Es sind Einsparungen von etwa " bis " in
Einzelf

allen sogar bis zu " der Funktionsauswertungen zu beobachten
Bei hoher Genauigkeitsforderung tol  	
  
 scheint sich dieses Verhal 
ten zun

achst nicht fortzusetzen k

onnen die NAG Vergleichsroutinen doch
hier noch von f

ur sie g

unstigen Integranden protieren Im allgemeinen Fall
sind aber auch hier Einsparungen von etwa " der Funktionsauswertun 
gen ein

uberzeugendes Argument zugunsten der in dieser Arbeit vorgestell 
ten Verfahren Abschlieend ist festzustellen da sich unsere Verfahren
die eine adaptive Schrittweitensteuerung in Kombination mit einer Ord 
nungssteuerung realisieren gegen

uber den heute in vielen Programmpaketen
zB NAG Library deren amerikanischen Pendant IMSL oder MATHEMA 
TICA enthaltenen general purpose Routinen durchsetzen und diese sowohl
		 KAPITEL  NUMERISCHE AUSWERTUNG
in Bezug auf Sicherheit erreichte Genauigkeit als auch Wirtschaftlichkeit
Anzahl der Funktionsauswertungen

ubertreen Sie stellen somit eine ech 
te Alternative zu diesen Verfahren dar und es ist sicherlich auch das be 
gr

undete Interesse daraus abzuleiten den in dieser Arbeit eingeschlagenen
Weg weiter zu verfolgen Findet man doch schon

ahnliche Ans

atze zB bei
Favati  Sie schl

agt allerdings die Verwendung von Extrapolationsalgo 
rithmen zur Variation der Ordnung vor Weitere Anwendungsm

oglichkeiten
erschlieen sich wenn man von der Quadratur zur Behandlung gew

ohnli 
cher Dierentialgleichungen

ubergeht Entsprechende Ans

atze die noch ein
genaueres Studium fordern nden sich zB bei DormandPrince 	 oder
Ranft  Aber auch in der Quadratur sind noch nicht alle M
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oglichkeiten
ausgesch

opft So scheint hier unter anderem das Studium hermitescher Qua 
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sein Ein weiterer interessanter Aspekt k
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onnte die Verwendung von neueren
Programmiersprachen sein die speziell auf das wissenschaftliche Rechnen
zugeschnitten sind und somit zus

atzliche Verbesserungen in Bezug auf Re 
chengenauigkeit und Rechenzeit erwarten lassen
Literaturverzeichnis
	 Alexander Apelblat
 Tables of Integrals and Series
Verlag Harri Deutsch Thun und Frankfurt am Main 	
 Jarle Berntsen Terje O Espelid
 Error Estimation in Automatic Qua
drature Routines
ACM Transactions on Mathematical Software Vol	 No  
		
 Jarle Berntsen Terje O Espelid Tor S#revik
 On the subdivision stra
tegy in adaptive quadrature algorithms
J Comput Appl Math  		 	 		
 DG Bettis
 Ecient Embedded RungeKutta Methods
Texas Institute for Computational Mechanics Report Series
The University of Texas at Austin 	
 Helmut Brass
 Quadraturverfahren
Vandenhoeck $ Ruprecht G

ottingen 	
 Bronstein Semendjajew
 Taschenbuch der Mathematik
Verlag Harri Deutsch Thun und Frankfurt am Main 	
 Lothar Collatz
 Numerische Behandlung von Dierentialgleichungen
Springer Verlag Berlin G

ottingen Heidelberg 	
 Philip J Davis Philip Rabinowitz
 Numerical Integration
Blaisdell Publishing Company Waltham Massachusetts Toronto
London 	
 Peter Deuhard Andreas Hohmann
 Numerische Mathematik I
de Gruyter Berlin New York 	
	 P Deuhard HJ Bauer
 A Note on Romberg Quadrature
Preprint Nr 	 Inst f

ur angew Math Universit

at Heidelberg 	
		
		 LITERATURVERZEICHNIS
		 PDeuhard
 Order and Stepsize Control in Extrapolation Methods
Numerische Mathematik 	   	
	 JR Dormand PJ Prince
 A family of embedded RungeKutta formu
lae
Journal of Computational and Applied Mathematics Vol No	 	 
	
	 JR Dormand PJ Prince
 High order embedded RungeKutta formu
lae
Journal of Computational and Applied Mathematics Vol No	  
		
	 JR Dormand PJ Prince
 A reconsideration of some embedded Runge
Kutta formulae
Journal of Computational and Applied Mathematics Vol	  		
	
	 JR Dormand PJ Prince
 RungeKutta Triples
Comp and Maths with Appls Vol	 A No 	 		 	
	 H Engels
 Numerical Quadrature and Cubatur
Academic Press London New York Toronto Sydney San Francisco
	
	 H Engels B Ley Knieper RSchwelm
 KronrodErweiterungen Wilf
scher Quadraturformeln
RWTH Aachen Institut f

ur Geometrie und Praktische Mathematik
Bericht Nr  		
	 H Engels B Ley Knieper
 PattersonErweiterungen von WilfTyp
Quadraturformeln
RWTH Aachen Institut f

ur Geometrie und Praktische Mathematik
Bericht Nr  		
	 H Engels U Karabek T Merschen
 PattersonErweiterungen speziel
ler Quadraturformeln
RWTH Aachen Institut f

ur Geometrie und Praktische Mathematik
Bericht Nr  	
 H Engels
 RungeKutta Verfahren auf der Basis von Quadraturformeln
ISNM 	  	 	
LITERATURVERZEICHNIS 		
	 Paola Favati Grazia Lotti Francesco Romani
 Interpolatory Integration
Formulas for Optimal Composition
ACM Transactions on Mathematical Software Vol	 No  	
		
 Paola Favati Grazia Lotti Francesco Romani
 ALGORITHM  Im
proving QUADPACK Automatic Integration Routines
ACM Transactions on Mathematical Software Vol	 No 	 
		
 Paola Favati Grazia Lotti Francesco Romani
 Theoretical and practical
eciency measures for symmetric interpolatory quadrature formulas
BIT    	
 P Favati G Fiorentino G Lotti F Romani
 Local error estimates and
regularity tests for the implementation of double adaptive quadrature
ACM Transactions on Mathematical Software Vol No	 	 	
	
 Erwin Fehlberg
 Klassische RungeKuttaFormeln vierter und niedri
gerer Ordnung mit SchrittweitenKontrolle und ihre Anwendung auf
W
 
armeleitprobleme
Computing  	 	 	
 Erwin Fehlberg
 Klassische RungeKuttaFormeln f
 
unfter und siebenter
Ordnung mit SchrittweitenKontrolle
Computing   	 	
 Erwin Fehlberg
 Classical fth sixth seventh and eighth order
RungeKutta formulas with stepsize control
NASA Tech Rep No Huntsville Alabama 	
 S Filippi
 Unterlagen zur Numerischen Mathematik I und II
Umdruck Justus Liebig Universit

at Giessen 	
 S Filippi U Buchacker
 Stepsize control for delay dierential equations
using a pair of formulae
J Comput Appl Math  No   	
 S Filippi
 Konstruktion von expliziten RungeKuttaFormelpaaren nach
dem Prinzip von Stimberg
Mitt Math Seminar Giessen 	   		
	 LITERATURVERZEICHNIS
	 S Filippi
 Neue Hermitesche Quadraturformeln
Monatsh Math 	 	 	 	
 S Filippi
 Eine einfache Integrationsformel hoher Genauigkeit
Elem Math 	 	  	
 E Hairer SP N#rsett G Wanner
 Solving Ordinary Dierental Equa
tions I
Springer Verlag Berlin Heidelberg New York London Tokyo Hong
Kong Barcelona Budapest 	
 G

unther H

ammerlin Karl Heinz Homann
 Numerische Mathematik
Springer Verlag Berlin Heidelberg New York London Paris Tokyo
	
 G

unther H

ammerlin
 Zur numerischen Integration periodischer Funk
tionen
ZAMM    	
 G

unther H

ammerlin

 
Uber ableitungsfreie Schranken f
 
ur Quadraturfeh
ler
Numerische Mathematik    	
 G

unther H

ammerlin

 
Uber ableitungsfreie Schranken f
 
ur Quadraturfeh
ler II	 Erg
 
anzungen und M
 
oglichkeiten zur Verbesserung
Numerische Mathematik    	
 Eugene Isaacson Herbert Bishop Keller
 Analysis of Numerical Me
thods
John Wiley $ Sons Inc New York London Sydney 	
 Norbert K

ockler
 Numerische Algorithmen in Softwaresystemen
BG Teubner Stuttgart 	
 AS Kronrod
 Nodes and Weights of Quadrature Formulas
Consultants Bureau New York 	
	 VI Krylov
 Approximate calculation of integrals
transl AH Stroud The Macmillan company New York London 	
 TNL Patterson
 The Optimum Addition of Points to Quadrature For
mulae
Math Comp    	
LITERATURVERZEICHNIS 		
 TNL Patterson
 On Some Gauss and Lobatto Based Integration For
mulae
Math Comp   	 	
 TNL Patterson
 An Algorithm for Generating Interpolatory Quadra
ture Rules of the Highest Degree of Precision with Preassigned Nodes
for General Weight Functions
ACM Transactions on Mathematical Software Vol	 No 	 	
	
 TNL Patterson
 Algorithm  Generation of Interpolatory Quadra
ture Rules of the Highest Degree of Precision with Preassigned Nodes
for General Weight Functions
ACM Transactions on Mathematical Software Vol	 No 	 	
	
 R Piessens E deDoncker Kapenga CW

Uberhuber DK Kahaner

QUADPACK a subroutine package for automatic integration
Springer Verlag Berlin Heidelberg New York Tokyo 	
 MB Ranft
 RKN Formelpaare und Formeltripel f
 
ur y

 fx y y


Dissertation Justus Liebig Universit

at Gieen 	
 I Robinson
 A Comparison of Numerical Integration Programs
Journal of Comp and Appl Math    	
 Hans Rudolf Schwarz
 Numerische Mathematik
BG Teubner Stuttgart 	
 LF Shampine
 Quadrature and RungeKutta Formulas
Applied Mathematics and Computation  		 		 	
	 AH Stroud
 Numerical quadrature and solution of ordinary dierential
equations
Springer Verlag New York Heidelberg Berlin 	
 JH Verner
 Explicit RungeKutta methods with estimates of the local
truncation error
SIAM Journal of Numer Anal 	 No   	
 Guido Walz
 Asymptotics and Extrapolation
Akademie Verlag GmbH Berlin 	
	 LITERATURVERZEICHNIS
 Wolfram Stephen
 Das Mathematica Buch 	 Auage
Addison Wesley Longman Verlag GmbH 	
 R Zurm

uhl
 Praktische Mathematik f
 
ur Ingenieure und Physiker
Springer Verlag Berlin Heidelberg New York 	
 Daniel Zwillinger
 Handbook of integration
Jones and Bartlett Publishers Boston London 	
 The NAG Fortran Library Introductory Guide Mark 	
NAG The Numerical Algorithms Group Limited Oxford 	
